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40 年 来 ,我 一 直 有 一 个 愿望 “要 写 一 本 这 样 的 书 ”， 今 天 终于 
如 愿 以 偿 了 。 

这 个 念头 最 初 萌芽 于 我 19 岁 刚 上 大 学 的 时 候 。 当 时 , 我 怎么 也 听 不 
懂 数 学 课 , 我 想 :“ 大 概 是 我 太 条 了， 脑子 好 使 的 人 应 该 早 就 听 履 了 。” 

不 过 ,好歹 我 也 考 上 了 东京 大 学 ， 还 算是 个 高 材 生 ， 经 过 努力 ， 终 
于 跟 上 了 课程 的 进度 。 但 是 ,我 心里 还 是 不 舒服 ， 觉 得 有 些 地 方 没 彻底 
和 弄 明白 。“ 为 什么 心里 觉得 不 舒服 呢 ? ”我 想来 想 去 , 终于 明白 了 。 原 来 
我 会 解数 学 题 ， 却 不 了 解数 学 的 本 质 。 

意识 到 这 个 问题 以 后 ， 我 就 很 想 买 一 本 清楚 地 揭示 数学 本 质 的 书 。 
但 是 ， 找 来 找 去 也 找 不 到 。 最 后 ， 我 党 悟 到 只 能 靠 自己 的 头脑 去 理解 和 
揣摩 数学 的 本 质 。 

从 此 以 后 ， 我 开始 了 艰苦 的 征途 。 我 像 一 只 筋疲力尽 的 狗 ， 流 着 大 
汗 ， 汪 汪 哀 号 ， 为 探究 数学 的 本 质 而 战斗 。 即 使 成 了 机 械 工程 学 方面 的 
专家 , 这 种 状况 也 没有 改变 。 直 到 60 岁 即将 退休 的 时 候 , 我 才 稍 微 有 了 
点 自信 ， 觉 得 自己 总 算 把 握 了 数学 的 本 质 。 

可 是 ， 或 许 什么 时 候 我 两 眼 一 闭 ， 辛 苦 得 来 的 成 果 就 会 被 带 进 棺材 
里 去 。 所 以 我 决定 ， 等 到 退休 后 有 了 时 间 ， 一 定 要 将 我 的 心得 写成 一 本 
书 。 我 一 直 在 为 此 努力 。2001 年 ， 我 退休 了 ， 终 于 写成 了 这 本 书 。 

这 本 好 不 容易 才 得 以 面世 的 书 ， 是 写 给 下 面 这 些 人 的 : 


1 . 数学 很 差 ， 但 想 学 好 的 人 ， 特 别 是 想 尽 早 找到 窍门 的 人 。 


2 . 刚 开 始 学 数学 的 高 中 生 ， 硕 望 进行 深入 思考 、 理 解数 学 的 本 质 。 

3. 学 过 数学 ， 现 在 已 经 进入 社会 、 参 加 工作 的 人 ， 虽 然 工作 中 不 一 
定 要 用 到 数学 。 

4. 至 今 还 没有 厌倦 数学 的 人 。 

5. 正 在 学 习 数 学 的 大 学 生 。 

6. 救 授 数学 或 是 工程 技术 的 老师 。 

7. 硕 望 把 握 数 学 本 质 的 人 。 


本 书 和 普通 的 数学 书 完全 不 同 。 它 讲 的 是 高 等 数学 , 但 不 是 教科 书 ， 
不 会 教 你 怎么 解数 学 题 。 所 以 , 不 要 把 它 当成 考 大 学 的 参考 书 。 不 过 , 我 
保证 读 了 这 本 书 ， 你 就 能 轻松 地 把 握 数 学 的 本 质 。 

抓 不 住 思想 和 概念 的 本 质 , 就 像 是 穿着 借 来 的 衣服 , 总 觉得 不 舒服 。 
在 本 书 中 , 我 尝试 挖掘 出 数学 中 隐藏 着 的 思想 和 概念 。 书 中 的 讲解 不 是 
停留 在 表面 上 , 而 是 追根 究 底 , 挖掘 出 上 位 概念 。 只 有 理解 了 上 位 概念:， 
才能 真正 理解 。 把 握 了 概念 的 本 质 ， 获 得 了 直观 的 感受 ， 才 不 会 一 知 半 
解 、 糊 里 糊涂 。 

数学 学 习 中 最 大 的 问题 ， 是 很 多 人 对 数学 产生 了 厌倦 情绪 。 高 中 分 
为 文科 、 理 科 ， 有 些 人 就 是 因为 不 想 学 数学 而 选择 了 文科 。 

但 是 ， 数 学 真 的 那么 招 人 厌 吗 ? 的 确 ， 现 在 这 种 教学 方法 ， 让 人 无 
法 不 讨厌 数学 。 为 什么 呢 ? 很 简单 ， 因 为 学 生 们 没有 真正 理解 数学 。 

用 填 鸭 式 的 教学 方式 向 学 生 灌输 知识 ， 学 生 不 厌倦 才 怪 。 没 人 想 去 
理解 自己 讨厌 的 东西 。 因 此 ， 理 解 也 就 变 得 遥 不 可 及 。 

数学 中 有 很 多 定义 、 定理。 老师 会 解释 这 些 定义 、 定 理 的 证 明 过 程 ， 
这 本 来 没有 错 。 但 是 ,很 多 学 生 觉 得 证 明 过 程 和 自己 无 关 。 为 什么 呢 ? 


因为 学 生 觉 得 自己 和 老师 身 在 两 个 世界 里 ,老师 们 在 数学 的 抽象 世界 里 ， 
自己 则 在 现实 世界 中 。 老 师 们 觉得 理所当然 的 事 , 在 现实 世界 中 却 显得 
不 可 理喻 。 找 不 到 两 个 世界 的 交集 点 ， 就 无 法 相互 沟通 。 

但 是 , 等 等 。 其 实 我 们 的 日 常生 活 和 数学 的 抽象 世界 是 紧密 相连 的 。 
例如 ， 微 分 、 积 分 和 产业 界 紧密 相关 。 生 产量 与 社会 整体 活动 成 比例 增 
长 的 机 械 制造 业 被 称 为 “微分 型 产业 ” 现 有 生产 量 决定 商业 规模 大 小 的 
维修 业 被 称 为 “积分 型 产业 ”。 

也 就 是 说 ， 数 学 老师 只 进行 了 抽象 的 解释 ， 却 没有 向 我 们 指明 从 现 
实 世 界 进入 抽象 世界 的 路 径 。 数 学 本 来 是 人 人 都 懂 的 东西 。 只 要 把 日 党 
生活 和 抽象 世界 紧 紧 联系 起 来 ， 就 能 理解 数学 。 

那么 ， 怎 样 才 算 “ 理 解 ” 呢 ? 理解 就 是 外 界 的 事物 和 头脑 中 原 有 的 
“模板 ”相符 合 。 在 本 书 最 后 的 “Q&A” 中 我 们 还 要 详细 谈 到 这 个 问题 ， 
请 大 家 留意 。 总 之 ， 外 界 事物 和 头脑 中 的 模板 完全 吻合 ， 人 们 就 觉得 自 
己 理 解 了 这 一 事物 。 也 就 是 说 ， 理 解 是 大 脑 中 瞬间 发 生 的 、 对 对 象 的 确 
认 动 作 。 换 句 话 说， 理解 是 一 种 直观 感受 。 

有 些 人 思想 顽固 ， 认 为 直观 地 理解 是 不 科学 的 ， 这些 人 没有 认真 地 
思考 什么 是 理解 。 我 认为 ， 要 和 弄 清楚 什么 是 理解 ， 必 须 参 考 脑 科学 的 研 
究 成 果 。 脑 科学 研究 证 明 ， 理 解 时 ， 在 大 脑 中 浮现 出 事物 的 形象 十 分 重 
要 。 从 一 个 平面 上 来 理解 数学 是 不 行 的 。 数 学 是 三 维 ， 甚 至 是 多 维 的 立 
体 事物 。 本 书 中 的 每 一 章 ， 都 揭示 了 这 个 多 维 体 的 一 个 侧面 。 我 的 目标 
是 把 “ 难 懂 的 数学 ” 变 成 “ 易 懂 的 数学 ”， 再 从 “ 易 懂 的 数学 ” 变 成 “可 
以 运用 的 数学 ”。 理 解 了 数学 却 不 能 运用 ， 也 是 毫 无 意义 的 。 

最 后 ， 在 进入 正文 之 前 ， 我 想 谈 一 谈 本 书 的 出 版 经 过 。2001 年 3 月 
我 从 东京 大 学 退休 ， 最 后 一 节 课 上 讲 道 :“ 我 想 变 成 蝉 。”30 多 年 来 ,我 


一 直 埋 首 于 大 学 这 片 “ 土 壤 ” 中， 研究 和 教授 工程 学 ， 过 得 很 充实 。 但 
是 , 退休 以 后 我 却 想像 暗 一 样 候 出 地 面 ,在 众人 面前 大 声 发 表 自己 的 言 
论 。 我 想 把 自己 一 直 以 来 的 所 思 所 想 拿 出 来 与 大 家 分 享 。 那 节 课 结束 时 ， 
我 说 :“ 从 今 以 后 ， 我 要 专心 著 书 ， 比 如 我 构思 了 40 年 的 数学 书 。 从 今 
天 开始 ,我 正式 退休 了 ， 我 一 定 要 写成 这 本 书 。” 

着 波 书店 编辑 部 的 永 沼 浩一 听 了 我 的 最 后 一 堂 课 , 他 一 直 记 住 了 我 
的 话 。 一 年 以 后 , 他 打 电 话 来 问 :“ 老 师 , 那 本 书写 得 怎么 样 了 ? ”于 是 ， 
我 人 一拍即合， 决定 出 这 本 书 。 我 退休 后 一 直 在 工学 院 大 学 工作 ,我 对 
学 生 们 说 :“ 我 要 写 一 本 书 , 你们 愿意 帮忙 吗 ?” 学 生 们 很 高 兴 地 答应 了 。 
于 是 , 我 把 他 们 叫 来 , 开 了 一 个 “ 烟 村 数学 私 热 "。 每 月 不 少 于 1 次 ,每 
次 上 3 个 小 时 的 课 ， 坚 持 了 几 十 次 。 他 们 向 我 倾诉 了 对 数学 的 不 满 以 及 
存在 的 疑问 。 永 沼 先生 旁听 并 记录 了 我 们 讨论 的 主要 内 容 。 他 还 为 我 写 
了 草稿 ， 建 议 我 采用 合适 的 形式 表达 自己 的 想法 。 由 于 他 的 帮忙 , 这 本 
书 才 得 以 完成 。 我 向 永 沼 先生 表示 深 深 的 谢意 。 

另外 , 还 要 感谢 长 尾 高 明 老师 在 百 忙 之 中 认真 读 完了 我 的 书稿 , 提 
出 了 县 切 的 意见 。 

就 这 样 ， 本 书面 世 了 。 除 了 这 本 书 ， 我 还 想 写 一 系列 书 ， 主 要 是 针 
对 工科 和 理科 的 ， 如 热力 学 、 复 变 函 数论 、 矢 量 张 量 、 振 动 学 等 。 全 部 
完成 大 概要 花 上 二 三 十 年 , 我 得 好 好 利用 有 限 的 时 间 , 争取 多 活 几 年 了 。 

希望 这 本 书 能 带 给 读者 一 些 启发 ， 从 新 颖 有 趣 的 角度 来 思考 问题 。 
如 果 能 这 样 的 话 ， 我 将 万 分 欣慰 。 


烟 村 洋 太郎 


1…… 找 出 看 不 见 的 直角 三 角形 


sin、 cos 


提起 sin cos, 我 就 想起 高 中 时 一 位 朋友 说 过 的 话 : “我 


最 讨厌 sin、cos 了 。” 不 过 ， 我 从 小 就 很 喜欢 数学 


， 所 以 一 


开始 接触 三 角 函 数 时 ， 并 不 觉得 讨厌 。sin 还 好 ， cos 值 会 
随 着 角度 增 大 而 变 小 ， 多 少 让 人 觉得 不 习惯 。 一 般 来 说 ， 
应 该 是 角度 变 大 值 就 变 大 ， 角 度 变 小 值 就 变 小 。 cos 却 是 
角度 变 大 值 变 小 ,角度 变 小 值 变 大 ， 不 符合 一 般 人 的 思维 
习惯 。 更 奇怪 的 是 tg,， 角度 接近 90 ， 值 就 变 得 无 限 大 。40 


年 过 去 了 ， 我 依然 觉得 很 不 习惯 。 


图 知道 山 的 高 度 又 怎么 样 

“学 文科 的 人 讨厌 数学 ”已 经 成 为 一 种 “传统 " 。 许 多 人 选择 文科 就 
是 因为 可 以 不 学 数学 。 那 么 ,大 家 是 从 什么 时 候 开 始 讨厌 数学 的 呢 ? 很 
多 人 回答 :“ 就 是 从 sin、cos 开始 的 .。” 有 不 少 学 理科 的 人 也 说 :“ 最 讨厌 
的 就 是 sin、cos。” 他 们 一 边 不 得 不 用 着 sin、cos, 一 边 在 心里 喃 咕 :“ 这 
些 东 西 有 什么 用 ? ” 

实际 上 我 也 是 这 样 。 小 学 六 年 级 时 ， 教 数学 的 加 茧 老师 对 我 们 说 : 
“测量 电线 杆 的 高 度 就 可 以 知道 山 的 高 度 。” 然 后 在 黑板 上 画 了 下 面 这 个 
图 。 


疑问 ， 要 挖 隧道 吗 ? 


1000 米 


h=- 二 X1000 ( 米 ) ~ 333 ( 米 ) 


加 芯 老 师 是 这 样 讲解 的 ; 抬头 看 电线 杆 的 角度 和 抬头 看 山顶 的 角度 
是 一 样 的 。 已 知 自己 到 电线 杆 的 距离 和 电线 杆 的 高 度 , 黑板 上 画 的 两 个 
三 角形 是 相似 的 ， 所 以 只 要 测量 自己 到 山顶 正 下 方 的 直线 距离 ,就 可 以 
知道 山 的 高 度 。 

听 了 讲解 , 我 马上 在 心里 大 叫 :“ 不 可 能 ! ” 想 想 看 , 怎么 测量 自己 
到 山顶 正 下 方 的 直线 距离 呢 ? 挖 条 隧道 吗 ?加藤 老师 大 概 是 为 了 让 大 家 
更 容易 理解 ， 才 举 了 这 个 例子 。 但 是 ， 学 生 看 了 这 样 的 例子 ， 注 意 力 很 
容易 被 吸引 到 与 数学 无 关 的 东西 上 。 而 且 ， 硬 要 说 这 种 不 合 常理 的 事 在 
现实 中 存在 ， 学 生 就 更 加 疑惑 不 解 了 。 一 来 二 去 ， 数 学 就 沦落 到 “人 见 
人 厌 " 的 地 步 。 我 活 到 现在 60 多 岁 了 ,从 没 听 说 过 有 人 用 这 种 方法 来 测 
量 山 的 高 度 。 

其 实 知道 山 的 高 度 并 不 重要 ， 重 要 的 是 看 着 山 ， 在 脑海 中 描绘 出 看 
不 见 的 三 角形 。 加 茧 老师 想 教 给 我 们 的 ， 应 该 是 这 一 点 吧 。 


【数学 ?了 
为 了 让 学 生 更 容易 理解 , 老师 在 讲解 数学 时 ， 往往 会 举 日 常生 活 中 的 例 
子 来 说 明 。 但 是 . 老师 所 举 的 例子 中 ， 除 了 想 教 的 数学 知识 ， 往往 还 有 其 他 
要 素 。 学 生 和 老师 的 视角 不 同 . 喜欢 从 日 常生 活 的 角度 来 看 这 些 例子 , 因此 
容易 被 与 数学 无 关 的 东西 吸引 ， 枉 费 了 老师 的 苦心 ,一 旦 注意 力 放 错 了 地 方 ， 
学 生 的 头脑 就 转 不 过 弯 儿 了 ,而 老师 不 知道 学 生 的 注意 力 已 经 走 贫 了 ,会 想 : 
“这 么 简单 的 问题 都 不 懂 , 这 帮 孩 子 真是 没 救 了 。 老师 与 学 生 的 思维 方式 的 
， 差异 ,已 经 成 为 数学 教学 的 一 大 阻碍 。 可 惜 很 少 有 老师 注意 到 这 一 点 。 
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想象 中 山 的 横 截面 


找 出 直角 三 角形 


2 


隐 去 山 、 电 线 杆 后 ， 
得 到 的 图 形 


请 看 上 面 的 图 ， 最 重要 的 是 思维 过 程 。 看 到 具体 事物 一 一 山 , 在 大 
脑 中 画 出 抽象 图 案 一 一 直角 三 角形 。 像 这 样 , 从 具体 到 抽象 的 思考 活动 ， 
是 理解 事物 的 开始 。 


全 怎样 研究 直角 三 角形 

找 出 了 看 不 见 的 直角 三 角形 ， 接 下 来 该 怎么 研究 这 个 直角 三 角形 
呢 ? 

看 到 直角 三 角形 ， 我 们 通常 会 联想 到 以 下 特征 。 


边 长 aa+b 一 ce 


也 就 是 说 ， 当 我 们 看 到 直角 三 角形 时 , 首先 关注 的 是 “角度 ”和 “ 边 
长 "。 看 它 的 三 个 角 中 是 否 有 一 个 角 是 90”, 或 者 三 条 边 的 长 度 是 否 符合 
勾 股 定理 : az+b?=c?。 

这 是 一 般 的 思考 角度 。sin. cos 并 不 是 从 这 个 角度 来 研究 直角 三 角形 
的 。 它 们 探讨 的 是 “ 角 ” 与 “ 边 ” 的 关系 。 


按照 一 般 的 想法 ， 角 是 角 ， 边 是 边 。 但 sin、cos 却 另辟蹊径 一 一 研 
究 角 和 边 的 关系 。 


便 用 长 度 比 来 表示 角度 

那么 ， 怎 样 研究 角 和 边 的 关系 呢 ? 

下 面 我 们 进入 本 章 的 正题 : sin 和 cos。 抽 象 的 思考 方式 容易 让 人 陷 
入 数学 的 迷宫 。 前 面 已 经 强调 过 ， 最 重要 的 是 掌握 从 具体 到 抽象 的 思考 
方法 ， 从 日 常生 活 的 具体 事物 中 找 出 看 不 见 的 三 角形 。 现 在 我 们 就 转换 
一 下 头脑 ， 从 日 常生 活 中 的 具体 事物 说 起 。 

让 我 们 来 想象 一 下 父子 二 人 和 手 牵 着 手 走 在 夕阳 下 的 画面 。 和 爸爸 和 儿 
子 手 牵 着 手 , 地 上 的 影子 也 手 牵 着 手 。 爸爸 的 影子 长 , 儿子 的 影子 短 。 儿 
子 贪 玩 摆 摆手 ， 地 上 的 影子 也 摆 摆 手 。 


各 
稀 由 - 


儿子 忽然 问 :“ 和 爸爸 ,太阳 有 多 高 ? ” 

这 一 问 可 难 住 了 爸爸 。 太 阳 离 地 球 这 么 远 ， 追 问 “ 太 阳 离 地 面 的 距 
离 ， 谁 能 答 得 出 来 呢 ? 不 过 , 爸爸 想 出 了 一 个 办 法 : 能 不 能 用 仰望 太阳 
的 角度 来 表示 “太阳 有 多 高 ” 呢 ? 

可 是 没 法 用 量 角 器 去 测量 仰望 太阳 的 角度 呀 。 怎 么 办 呢 ? 和 爸爸 低头 
看 见 自己 的 影子 , 心 想 :“ 能 不 能 利用 影子 的 长 度 呢 ? ”于 是 , 爸爸 看 看 
太阳 ， 又 看 看 儿子 的 影子 ， 脑 海中 浮现 出 下 面 这 个 直角 三 角形 。 


太阳 的 大 三 名 


儿子 的 小 三 角形 


从 上 图 可 以 看 出 ,太阳 的 大 三 角形 和 儿子 的 小 三 角形 是 相似 三 角形 。 
相似 的 两 个 图 形 最 重要 的 特征 是 对 应 边 长 的 比例 相等 。 也 就 是 说 ， 不 论 
三 角形 的 大 小 怎样 变 ， 对 应 边 长 的 比 都 是 相等 的 。 


比 
比 


这 样 ， 不 论 三 角形 的 大 小 怎样 变 ， 角 和 边 的 关系 都 是 一 定 的 。sin、 
cos 利用 了 相似 图 形 的 等 比 关系 ， 用 边 长 的 比 来 表示 角度 大 小 。 


边 长 比 


可 以 转换 


角度 


全 为 什么 要 找 出 直角 三 角形 


反应 快 的 读者 可 能 已 经 发 现 了 问题 :“ 为 什么 一 定 要 找 出 直角 三 角 
形 ? 难道 有 什么 特别 的 原因 ? ”你 说 对 了 ， 直 角 三 角形 确实 非常 特别 。 
三 角形 的 种 类 多 种 多 样 ， 有 等 边 三 角形 、 等 腰 三 角形 等 。 为 什么 我 
们 一 定 要 找 出 直角 三 角形 呢 ? 那 是 因为 所 有 的 图 形 都 是 由 直角 三 角形 组 


ARC 


像 上 面 这 样 , 所 有 的 三 角形 都 可 以 看 做 是 直角 三 角形 的 组 合 , 同样 ， 
无 论 什么 形状 的 图 形 ， 都 可 以 看 做 是 直角 三 角形 的 组 合 。 


也 就 是 说 ， 有 形 物 体 中 到 处 都 隐藏 着 直角 三 角形 。 通 过 直角 三 角形 
来 理解 事物 的 性 质 和 本 质 ， 是 最 简单 、 最 根本 的 方法 。 这 就 是 为 什么 我 
们 要 找 出 物体 中 隐藏 的 直角 三 角形 的 原因 。 


全 转动 的 棱 


旧式 的 直 升 飞机 ， 引 擎 发 动 时 ， 螺 旋 桨 会 呼 呼 转动 。 现 在 有 一 根木 
棒 ， 想 象 它 像 螺 旋 桨 那样 不 停 转 动 。 然 后 ， 我 们 从 侧面 来 看 这 根 转 动 的 
棒 。 


注意 看 木 棒 的 一 头 ， 你 看 到 了 什么 ? 

如 下 图 所 示 ， 随 着 木 棒 的 转动 ， 棒 头 的 位 置 上 下 移动 。 

要 把 眼睛 看 到 的 照 原样 画 出 来 ， 只 能 画 成 下 页 图 这 样 。 可 是 ,这 张 
图 很 难看 懂 。 有 没有 办 法 让 它 更 好 理解 呢 ? 


棒 

的 

入 

和 一 一 

木 棒 头 的 位 置 
棒 

的 

角 

度 

重 

本 

在 

起 

表示 角度 的 线 


上 面 的 图 很 难看 懂 , 是 因为 图 中 表示 棒 头 位 置 的 线 和 表示 角度 的 线 
混在 一 起 ， 不 好 区 分 。 怎 么 才能 更 容易 看 懂 呢 ? 有 一 个 好 办 法 ,就 是 把 
重合 在 一 起 的 表示 棒 头 位 置 的 线 和 表示 角度 的 线 分 开 。 

如 下 图 所 示 ， 把 代表 角度 的 线 横向 拉 出 来 ， 有 趣 的 现象 出 现 了 ， 我 
们 现在 看 到 了 一 条 曲线 。 


> > 


真神 奇 ! 刚才 我 们 是 从 侧面 看 转动 的 木 棒 。 略 施 小 计 ， 转 动 的 木 棒 
就 变 成 了 摇 啊 摇 的 曲线 了 ! 


4 
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转动 从 侧面 看 变 成 曲线 


现在 我 们 用 曲线 的 高 度 来 表示 木 棒 的 角度 , 请 大 家 注意 。 前 面 讲 过 ， 
角度 能 用 长 度 来 表示 , 说 明和 直角 三 角形 有 关 。 也 就 是 说 ， 图 中 肯定 隐 
藏 着 直角 三 角形 。 那 么 它 在 哪儿 呢 ? 从 正面 来 看 转动 的 棒 ， 就 会 发 现 直 
角 三 角形 。 


也 就 是 说 ， 曲 线 里 隐藏 着 直角 三 角形 。 

像 前 面 一 样 ， 找 出 看 不 见 的 直角 三 角形 后 ， 我 们 开始 思考 “角度 的 
大 小 ”和 “ 边 长 ”的 关系 。 这 就 是 sin 、cos。 要 注意 的 是 ， 不 论 是 sin、 
cos， 还 是 曲线 ， 表 示 的 都 是 同一 根木 棒 的 转动 。 用 sin、cos 来 表示 木 棒 
的 角度 ， 和 用 曲线 的 高 度 来 表示 木 棒 的 角度 ， 是 相同 的 。 

也 就 是 说 ,曲线 就 是 sin、cos。 这 种 曲线 又 叫 “ 正 弦 曲 线 ”、“ 余 弦 曲 
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关于 三 角 函 数 的 加 法 定理 , 各 地 都 有 不 同 的 顺口 溜 。 我 到 现在 还 记得 是 
“— 减 tg. tg, tg 和 htg”, 即 t (ac+B) = (如 ac+tgpB)/ (ItgatgpB)。 
公式 早已 经 忘记 了 , 但 顺口 溜 一 直 都 记 着 。 像 我 这 样 的 人 一 定 不 少 吧 。 虽然 
不 知道 意思 ,但 只 要 像 念 经 一 样 记 住 ， 就 会 深 深 印 入 脑海 ， 无 法 抹 去 了 。 


@ sin 的 由 来 
据说 现在 我 们 所 说 的 sin, 希腊 人 称 为 jiva (意思 是 “ 弦 ")。 怎 样 用 
长 度 表示 角度 呢 ? 希腊 人 脑海 中 浮现 了 下 面 的 画面 : 


与 角 对 应 的 边 长 


由 三 角形 联想 
到 弓 的 弧 PE 


Fa 


1 由 三 角形 联想 


/ 


4 到 弓 的 弦 


考察 对 象 : 角 


弓 (希腊 人 的 联想 ) 


他 们 从 弓 这 个 武器 上 得 到 灵感 ， 用 jiva 来 命名 这 个 概念 。 

在 传播 的 过 程 中 ， 阿 拉 伯 人 将 jiva 译 为 jayb。jayb 在 阿拉 伯 语 中 表 
示 “ 四 下 去 的 地 方 ， 人 江口 "。 欧 洲 人 又 把 jayb 翻译 为 sinus，sinus 在 拉 
丁 语 中 也 表示 “目下 去 的 地 方 ， 人 江口 "。 最 后 ， 英 国人 把 sinus 翻译 为 
他 们 的 本 土语 言 ， 就 变 成 了 sine。 省 略 末 尾 的 e， 就 变 成 了 sin， 一 直 沿 


用 至 今 。 

日 语 把 sin 译 做 “正弦 "， 这 是 直接 借用 中 国明 朝 时 的 汉语 译 法 。 中 
国人 把 sin 译 做 “正弦 "， 比 起 欧洲 人 译 做 “目下 去 的 地 方 ， 入 江口 ”, 更 
忠实 于 希腊 人 的 原意 。 只 不 过 中 国人 联想 到 的 可 能 不 是 “ 马 ”, 而 是 “上 
弦 月 "。 汉 诗 中 经 常 描写 美丽 幽静 的 月 夜 。 所 以 , 我 觉得 把 “ 弦 ” 看 做 “上 
弦 月 ” 解 更 符合 中 国人 的 审美 情趣 。 


入 江口 (欧洲 人 的 联想 ) 上 弦 月 〈 中 国人 的 联想 ) 


不 过 ， 正 弦 的 “ 正 ” 字 不 是 “正确 ”的 意思 、 而 是 “标准 "、“ 根 源 ” 
的 意思 。 也 就 是 说 ,“ 用 长 度 表示 角度 ”是 从 sin 开始 的 。 

sin 是 “用 长 度 表示 角度 ”的 开始 , 这 一 点 只 要 看 看 cos 是 怎么 来 的 ， 
就 能 明白 。cos 的 概念 产生 于 印度 。 印 度 人 了 解 了 sin 的 概念 后 ， 就 把 余 
弦 看 做 “ 余 角 的 正弦 "。 


数学? 人 "2 


比 起 sine. 去 掉 e 后 的 sin 写 起 来 更 方便 , 看 起 来 也 更 像 是 一 个 数学 符号 。 


考察 这 两 条 边 的 比例 关系 


已 知 角 


余 角 


印度 人 把 余 角 的 正弦 称 做 cotijiva。 与 sin 从 西方 传 到 东方 相反 ,cos 
从 东方 传 到 了 西方 ,人 们 叫 它 sinus residui ( 余 角 的 正弦 )、sinus compkenti 
(补足 的 正弦 ) 、co-sine ( 共 正 弦 ) ， 最 后 统一 为 cos。 

cos 又 叫 余弦 ， 如 字面 所 示 ， 它 是 “ 余 角 的 正弦 "。 用 现代 数学 符号 
表示 ， 就 是 sin (90"-8 ) =cos8 。 从 “ 余 ” 字 可 以 看 出 ， 已 知 角 已 经 确 
定 为 直角 三 角形 中 一 个 锐角 8 。 也 就 是 说 ,已 知 角 的 余 角 的 正弦 就 是 6 的 
余弦 。 这 样 ， 从 正弦 衍生 出 了 余弦 的 概念 。 


2…… 数 字 背 后 的 意义 


和 矩阵 


听 到 “行列 ”会 马上 想到 矩阵 的 人 , 都 是 些 怪人 吧 。 说 
到 “行列 ”, 一 般 人 会 联想 到 “一 排 小 吃 店 ”。 年 纪 大 的 人 
也 许 还 会 想起 二 战 后 初期 等 待 发 放 配 给 的 长 长 队伍 。 排 着 
队 等 啊 等 ， 终 于 轮 到 自己 了 , 领 到 的 是 一 根 大 蕊 。 二 战 刚 
结束 的 东京 ,一 根 5 厘 米 长 的 大 草 就 是 一 家 7 口 晚 上 的 莱 。 
与 日 常生 活 密 切 相 关 的 画面 会 深 深 印 入 人 们 的 脑海 。 对 有 
些 人 来 说 ,“ 行 列 ” 这 个 词 就 跟 食 物 连 在 了 一 起 。 一 个 词 的 
意思 和 它 引起 的 联想 完全 不 同 ， 还 真是 难 办 啊 。 


全 不 可 思议 的 “行列 ” 

打开 数学 教科 书 , 会 发 现 书 上 写 着 “行列 ” ?就 是 “ 竖 排 和 横 排 的 数 
字 ”。 我 一 直觉 得 这 个 说 明 很 拙劣 。 普 通 人 听 到 “行列 "， 想 起 的 是 “ 队 
伍 ”， 通常 是 指 “ 竖 排 着 的 一 队 人 ”。 我 喜欢 吃 拉面 , 一 听 到 “行列 ”( 队 
伍 ) 就 会 想起 拉面 店 门 口 排 起 的 长 龙 。 


所 以 ， 
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日 语 中 “行列 ”有 “队伍 "、“ 算 隆 ”的 意思 一 一 主 者 注 。 


这 个 叫 “ 行 列 ”( 队 伍 ) 还 好 理解 ， 而 
123 
456 
789 


为 什么 也 是 “行列 ”( 和 矩阵 ) ， 就 让 人 摸 不 着 头脑 了 ， 它 看 起 来 根本 就 不 
是 一 “ 列 ” 数 。 

和 矩阵 这 个 概念 产生 于 19 世纪 的 欧洲 。 英语 叫做 Matrix。Matrix 的 意 
思 是 “母体 ， 基 质 ， 水 泥 之 类 的 固定 剂 ”。 

例如 ， 在 我 熟悉 的 材料 工程 学 领域 ，Matrix 就 是 指 纤 维 增强 塑料 
(Fibre Reinforced Plastic， 简 称 FRP) 的 基质 。FRP 是 一 种 复合 型 材料 ， 
它 用 塑料 来 填充 纵横 交错 的 纤维 之 间 的 空 阶 。Matrix 就 相当 于 其 中 的 塑 
料 部 分 。 


横 线 


人 


FRP 的 切面 填充 空间 的 塑料 (Matrix) 


人 MI 


总 之 ，Matrix 就 是 指 为 了 形成 一 个 整体 ， 要 填充 进去 的 填充 物 。 
从 Matrix 的 本 义 出 发 , 我 们 就 能 想象 出 数学 中 的 Matrix 长 什么 样 儿 
大 概 西方 人 看 到 
123 
4556 
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认为 数字 填充 在 了 括号 的 空间 里 ， 所 以 称 它 为 Matrix。 


1 2 3 
4 5 6 
7 8 9 


SA 


日 本 人 万 万 没 想 到 Matrix 是 这 个 意思 , 也 很 难 理解 这 种 思维 方式 。 不 
过 ， 数 学 原本 就 是 西方 的 东西 ， 抱 怨 也 没 用 。 我 们 不 得 不 承认 ， 西 方 人 
就 是 这 人 么 理解 的 。 西方 人 看 到 Matrix 产 生 的 联想 和 日 本 人 看 到 “行列 " 产 
生 的 联想 完全 是 两 样 的 。 

那么 , 为 什么 日 本 人 要 把 Matrix 译 成 “行列 ” 呢 ? 和 “行列 ”对 应 
的 英语 单词 应 该 是 Que 才 对 。 该 不 会 是 明治 时 期 的 日 本 人 根本 不 理解 
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Matrix 这 个 词 吧 。 

把 Matrix 译 成 日 语 ， 只 能 译 成 “填充 物 "、“ 母 体 "、“ 基 质 ”等 。 但 
是 ,这些 词 日 本 人 即使 听 了 也 摸 不 着 头脑 ， 不 知道 是 在 说 什么 ， 那 怎么 
办 呢 ? 


日 本 人 发 现 数字 排 成 了 横 排 、 竖 排 ， 于 是 开始 根据 自己 的 理解 来 命 


名 Matrix。 前 面 说 过 , 我 很 不 满意 把 矩阵 译 做 “行列 "。 数 学 老师 经 常 在 
黑板 上 写 上 


1 
列 | 


这 两 个 字 , 让 学 生 记 住 “ 行 是 横向 ， 列 是 竖 向 "。 乍 一 听 , 这 个 解释 很 合 
理 ， 有 人 会 想 “ 名 字 取 得 真 好 ”。 但 再 仔细 想 想 ， 就 觉得 牵强 附会 了 。 


EEER2D2 


Matrix 这 个 词 不 好 理解 。 它 表示 使 物体 成 形 的 基质 , 我 们 也 用 Matrix 来 
表示 人 类 社会 的 一 种 组 织 形式 。 这 时 的 Matrix 指 的 是 像 棋 盘 上 的 横 线 和 竖 


线 一 样 交错 形成 的 矩阵 形式 。 只 有 竖 线 会 产生 空隙 , 有 了 横 线 , 组 织 就 变 得 
严密 起 来 ， 可 以 作为 一 个 有 机 体 运转 。 
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虽然 “ 行 ” 本 意 是 指 横向 , 但 在 文字 竖 写 的 日 本 ,“ 行 ” 却 是 竖 向 的 。 
我 们 不 会 把 横着 排列 的 数字 看 做 “一 行 "、“ 两 行 ”"， 而 是 认为 “ 行 ”表示 
竖 着 排列 的 一 排 字 。 更 何况 在 明治 时 期 , 很 少 有 人 会 横着 写字 。 因此 “ 行 
列 ” 这 个 词 就 显得 很 滑稽 了 。 感 觉 它 滑稽 是 正常 的 ， 你 见 过 拉面 店 店员 
冲 顾客 叫 “ 竖 着 排 成 一 列 ” 吗 ? 

要 理解 概念 ， 必 须 先 了 解 发 明 这 个 概念 的 人 的 思路 。 那 么 ， 在 英语 
中 , 是 怎样 称呼 Matrix 的 数字 排列 方式 呢 ? 横 排 的 数字 称 为 Row， 坚 排 
的 数字 称 为 Column。Row 表示 “ 排 、 横 线 "，Column 表示 “支柱 、 坚 着 
操 着 的 东西 ”。 

这 样 看 来 ， 西 方 人 认为 Matrix 是 像 


全 之 3 
(4 5 6) 
(7 8 9) 


这 样 , 竖 着 操 起 来 的 几 排 数字 每 一 排 就 叫 “一 列 "。 这 个 观点 是 理解 后 面 
我 们 将 要 谈 到 的 “矩阵 是 怎么 出 现 的 ”的 关键 ， 请 大 家 好 好 记 住 。 


全 和 矩阵 是 怎么 出 现 的 


西方 人 为 什么 会 发 明 矩 阵 呢 ? 这 和 方程 组 有 关 。19 世纪 时 ,欧洲 的 
数学 家 们 十 分 苦恼 。 因 为 随 着 物理 学 的 发 展 ， 十 分 麻烦 但 又 不 得 不 解 的 
方程 组 越 来 越 多 了 。 

下 面 就 是 令 他 们 头痛 的 方程 组 。 


22 


X+5y+2z+p+2q=900 eee OO 


4x+6y+z+2p+2q=12 ee @g 
9x+3y+Z+3p+3g=6 ee @ 
3x+2y+7z+8p+7g=1 ee (@ 
X+y+Z+p+q=5 ee G@ 


这 个 方程 组 并 不 难 , 想 解 的 话 也 能 解 得 出 来 。 但 是 , 它 太 烦琐 了 。 方 
程式 再 继续 增多 ， 要 统一 所 有 x 的 系数 然后 把 它 消去 …… 简 直 是 一 项 不 
可 能 完成 的 任务 。 有 没有 更 简单 的 方法 可 以 一 举 解决 它 呢 ? 数学 家 们 想 
偷懒 ， 于 是 发 明了 Matrix 的 概念 。 

他 们 是 怎么 做 的 呢 ? 首先 把 方程 式 @ 一 @ 写 成 下 面 这 样 。 


(5212) 9 
(46 1 2 2) 12 
(93133)x(xyzp dq)=6 
(3 27 8 7) 1 
(1 1111) 5 


这 么 一 来 , 啊 , 不 可 思议 ! 原本 令 人 头疼 的 方程 组 ， 一 下 子 变 简单 
了 。 令 人 高 兴 的 是 ， 答 案 也 好 像 呼之欲出 了 。 
于 是 ， 像 下 页 图 这 样 ， 
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(L121 2) 
(461 2 2) 
(9313 3) 
(3 27 8 7) 
(11111) 


左边 括号 里 的 一 行 行 数字 就 像 是 以 前 玩 “ 打 达 摩 ”? 时 得 起 来 的 圆 木 块 。 
要 解 令 人 头疼 的 方程 组 ,只 要 把 括号 里 的 数字 看 成 一 个 整体 进行 某 种 操 
作 ， 即 变 成 求 整个 方程 组 中 


(x y zp q)=? 


数学 和: 了 


“进行 某 种 操作 ” 即 “ 乘 以 北 矩 阵 "。 逆 矩阵 是 使 等 号 左边 变 成 单纯 的 
(Xx. y, z) 的 工具 。 高 中 数学 中 经 常 练习 求 二 元 一 次 方程 组 的 逆 矩 阵 。 不 过 
现在 没 必 要 人 工 计算 逆 矩 阵 , 只 要 把 矩阵 输入 计算 机 , 就 能 在 瞬间 得 出 逆 矩 
阵 。 


@D 打 达 摩 是 日 本 的 一 种 传统 游戏 ,由 多 个 探 起 的 贺 木 块 组 成 ,最 上 面 的 木 块 画 
着 达 摩 的 脸 一 一 编者 注 。 
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把 所 有 的 数字 放 进 一 个 括号 里 ， 和 矩阵 就 真 的 像 一 个 “ 达 摩 ” 了 。 


个 
~] 一 一 Db 


1 
2 
3 
8 


~ WwW DD 


一 
王 


你 可 能 会 想 : “这些 数字 之 间 没 有 什么 联系 ， 怎么 能 把 它们 看 成 一 个 
整体 呢 ? ” 

完全 没 问题 。 最 重要 的 是 使 它 成 为 一 个 规则 。 大 家 都 认同 这 个 规则 ， 
就 OK 了 。 实 际 上 在 欧洲 ，Matrix 这 个 崭新 的 概念 就 是 这 人 么 产生 的 。 

日 本 人 怎么 也 想不到 Matrix 是 这 么 产生 的 。 

Matrix 的 概念 是 丰富 想象 力 的 产物 ， 可 以 说 是 前 所 未 有 的 创新 ， 让 
我 们 不 得 不 叹服 西方 人 的 抽象 思维 能 力 。 


全 什么 是 矩阵 


现在 请 大 家 想 想 教科 书 上 是 怎么 解释 矩阵 的 。 
教科 书 中 一 般 会 这 样 讲解 。 


下 面 的 表 中 统计 了 P、Q 两 家 电子 产品 店 一 天 卖 出 的 商品 数量 。 


电视 机 ( 台 ) 


计算 机 ( 台 ) 


游戏 机 ( 台 ) 


P 电子 产品 店 


5 


24 


18 


Q 电子 产品 店 


8 


12 


23 


从 表 中 抽取 数字 ， 用 括号 括 起 来 。 


( 24 -| 
8 12 23 


像 这 样 , 把 数字 排 成 长 方形 , 就 叫 矩 阵 。 组 成 矩阵 的 各 个 数字 叫做 矩阵 元 
聚 。 德 阵 元 素 中 横 排 的 叫做 行 向 量 ， 坚 排 的 叫做 列 向 量 。 


把 抽象 的 “P 电 子 产 品 店 "、“Q 电子 产品 店 "、 “电视 机 "、“ 计 算 机 ”、 
“游戏 机 "， 换 成 具体 的 店名 或 品牌 会 更 有 真实 感 。 比 如 像 下 面 这 样 。" 


WEGA ( 台 ) 


VAIO ( 台 ) 


PLAY STATION ( 台 ) 


新 宿 店 


5 


24 


18 


池 绕 店 


8 


12 


23 


如 果 按 教科 书 上 说 的 ， 就 是 从 表 中 抽取 数字 ， 


@D WEGA、VAIO、PLAY STATION 是 日 本 索尼 公司 的 液晶 电视 、 计 算 机 和 电 
子 游 戏 机 的 品牌 。 
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PLAY STATION 


WEGA VAIO 


be 人 |- 全 j== 
二 |] % 18 


ey 上 .7 池 绕 店 ,1 8 四 
二 EE 
5 24 18 
8 12 23 
然后 放 进 括号 里 ， 变 成 
( 24 | 
8 12 23 


这 样 的 数字 组 合 就 叫 和 矩阵 。 但 是 ， 这 样 的 说 明 很 容易 引起 误解 。 
为 什么 呢 ? 举 个 例子 来 说 , 向 孩子 解释 什么 是 数字 2 是 很 困难 的 。 想 


想 就 知道 了 ,我 们 大 人 已 经 习惯 了 抽象 的 数字 ， 所 以 不 难 理解 2。 但 是 ， 
孩子 们 能 够 理解 的 是 2 个 人 、2 匹 马 、2 枝 铅笔 等 带 有 量词 的 具体 数值 。 


矩阵 也 是 一 样 。 比 如 ， 
( 24 . 
8 12 23 


单 看 矩阵 中 5、24、18、8、12、23 这 几 个 抽象 的 数字 ， 看 1000 遍 也 下 
能 帮 有 我 们 理解 矩阵 的 本 质 。 和 矩阵 中 数字 后 面 附带 的 量词 往往 不 会 写 出 来 
在 它 背 后 潜藏 着 “ 某 某 店 卖 出 多 少 台 ”这 种 具体 的 现实 意义 。 也 就 是 说 , 
任何 一 个 数字 都 不 是 抽象 的 ， 而 是 具体 的 。 

我 担心 的 是 ,教科书 中 说 “只 抽取 数字 ”, 会 使 学 生 忽视 数字 背后 将 
藏 的 意义 。 而 且 ， 学 校 的 课堂 上 还 会 让 学 生 重复 进行 下 面 这 种 毫 无 意义 
的 矩阵 计算 练习 。 


9 5 2 8 4 2 
请 计算 3 1 4 6 1 9 
了 了 5 3 5 
这 样 ， 只 会 计算 方法 ， 却 不 知道 这 样 计算 有 什么 意义 ， 只 能 使 学 生 


越 来 越 厌 倦 ， 开 始 讨厌 数学 。 
和 矩阵 这 个 概念 最 基本 的 要 点 如 下 : 


PLAY STATION 


( 台 ) 


18 


23 
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看 到 矩阵， 在 脑 中 就 应 该 浮现 出 原来 的 数据 表 。 反 过 来 说 ,能 够 还 
原 为 原来 的 数据 表 的 矩阵 才能 叫做 矩阵 。 不 能 还 原 为 数据 表 的 矩阵 不 算 
和 矩阵， 只 是 单纯 的 数字 排列 。 


全 数字 编组 
我 们 再 来 回头 看 刚才 的 表 。 
WEGA ( 台 ) VAIO ( 台 ) PLAY STATION ( 台 ) 
新 从 让 “| 5 24 | 18 
池 线 店 | 8 12 23 
ed 


现在 ， 公 司 采 购 部 负责 索尼 产品 的 川上 看 了 这 个 表 ， 会 想到 什么 
呢 ? 不 错 , 正 是 两 个 店 的 “销售 额 "。 新 宿 店 和 池袋 店 是 公司 最 重要 的 两 
个 店铺 。 这 两 个 店 每 天 的 销售 额 有 多 少 ， 必 须 好 好 观察 。 

要 计算 销售 额 , 必须 知道 WEGA、VAIO、PLAY STATION 的 定价 。 
上 面 的 表格 中 只 有 卖 出 的 数量 ,但 在 川上 的 眼 里 ,数字 的 背后 隐藏 着 各 
种 商品 的 定价 。 

假设 VEGA 的 定价 是 20 万 日 元 ，VAIO 的 定价 是 18 万 日 元 , PLAY 
STATION 的 定价 是 2 万 日 元 。 我 们 就 能 简单 计算 出 销售 额 。 

新 宿 店 的 销售 额 : 


(5x20) + (24x18) + (18x2) =568 (万 ) 
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池袋 店 的 销售 额 : 
(8x20) + (12x18) + (23x2)=422 (万 ) 


川上 每 天 这 样 计算 ,观察 两 个 店 的 销售 额 。 但 是 仔细 看 看 ， 同 样 一 
个 算式 ， 他 重复 了 两 遍 。 每 次 都 要 重复 同样 的 计算 ， 渐 渐 地 川上 就 想 : 
“一 饥 一 饥 算 可 真 麻烦 。” 于 是 ， 他 开始 观察 这 些 算式 的 共同 点 ， 思 考 能 
不 能 把 它们 总 结 成 一 个 算式 。 

两 个 店 每 天 卖 出 去 的 VEGA、VAIO、PLAY STATION 的 数量 各 不 
相同 。 我 们 把 卖 出 去 的 数量 用 a、b、c、d、e、f 来 表示 。 上 面 的 表 就 变 
成 这 样 : 


WEGA ( 台 ) VAIO ( 台 ) PLAY STATION ( 台 ) 
新 宿 店 a b es 
池 钱 店 d e f 


另外 ,定价 是 不 变 的 。 列 出 来 就 是 这 样 : 


WEGA VAIO PLAY STATION 


定价 20 万 日 元 18 万 日 元 2 万 日 元 


| 


川上 想 知 道 的 是 “新 宿 店 的 销售 额 ”" 和 “池袋 店 的 销售 额 "。 要 知道 
答案 ， 不 能 光 看 表格 ， 要 把 它 转化 成 下 面 的 算式 。 
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(ax20)+(b x 18)+(c x2) 
。 \(dx20)+(ex18)+(fx2) 

这 样 思考 的 话 , 表格 里 的 文字 和 表格 线 都 是 多 余 的 。 川上 眉头 一 皱 ， 
心 生 一 计 ， 把 文字 和 表格 线 抹 去 ,只 留 下 “销售 数量 ”和 “定价 "， 把 它 
们 各 归 为 一 组 。 

比如 说 ， 像 下 面 这 样 ， 把 “新 宿 店 的 销售 数量 "`“ 池 和 袋 店 的 销售 数 
量 "、“ 定 价 ”分 别 放 进 括号 里 ， 看 起 来 就 像 是 一 道 数学 题 了 。 

(a 台 b 台 c 台 ) (20 万 日 元 18 万 日 元 2 万 日 元 ) 

(d 台 e 台 f 人 台 ) 

这 里 要 注意 的 是 

(a 台 b 台 c 台 ) 

(d 台 e 台 f 侣 ) 
这 个 “销售 数量 " 的 组 合 形状 , 是 不 是 在 哪里 见 过 ? 不 错 , 就 是 前 面 “ 打 
达 摩 ”游戏 中 的 贺 木 块 。 把 操 起 来 的 贺 木 块 看 成 一 个 整体 ,这 是 西方 人 
的 思考 方式 。 虽然 不 是 一 个 店 的 , 但 它们 都 是 “销售 数量 ”, 没有 理由 不 
能 看 成 一 个 整体 。 所 以 ， 可 以 把 它 改写 成 
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不 过 ,“ 台 ” 字 混 在 里 面 ,还 是 不 像 数 学 。 于 是 ,我们 就 把 “ 台 ” 字 
从 括号 里 赶 出 来 ， 写 成 


合 
口 


a b c 
二 项 是 
关键 是 ， 量 词 “ 台 ”不 一 定 要 写 出 来 。 只 要 心里 记 住 这 组 数值 表示 
什么 ， 省 略 掉 量 词 也 没关系 。 


那么 , 只 要 记 住 这 组 数字 是 表示 “销售 数量 ", 我 们 就 可 以 把 括号 外 
的 “ 台 ” 字 抹 去 ， 写 成 下 面 这 样 就 行 了 。 


abe 
e | 
全 和 矩 阵 乘法 运算 ， 为 什么 由 一 变 成 小 


我 们 已 经 把 数据 表 转 化 成 了 和 矩阵， 下 面 的 问题 是 怎样 使 用 下 面 两 个 
矩阵 


a b c (20 18 2) 
def 


来 填充 算式 的 左边 。 


(ax20)+(bx 18)+(c x 2) 
(d x 20)+(e x 18)+(f x 2) 
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首先 ， 从 直观 上 我 们 会 发 现 ， 把 这 两 个 矩阵 放 近 一 点 ， 看 起 来 很 像 
是 乘法 算式 。 


abc\ (0 18 2) 
def 


求 新 宿 店 、 池 和 袋 店 的 销售 额 可 以 表示 为 


ab c) (20 18 2) (ax20)+(bx18)+(cx2) 
def ~ \(dx20)+(ex18)+(fx2) 


有 人 会 想 ， 不 对 啊 ,我 们 在 学 校 里 学 到 的 矩阵 的 乘法 是 下 面 这 样 。 


18 | 一 
2 


ab c\ /20 (ax20)+(bx18)+(cx2) 
def (dx20)+(e x18)+(fx2) 


“ 乘 数 矩阵 ( 即 定价 组 )” 应 该 竖 着 写 吧 ? 学 校 里 确实 是 这 么 教 的 。 但 
是 ， 好 好 想 想 ， 


20 
18 
2 
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的 写法 多 少 有 点 不 自然 吧 ? 列 出 销售 数量 时 , 川上 一 直 都 是 按 @ WEGA 
一 @ VAIO 一 @ PLAY STATION 的 顺序 横着 排列 数字 的 。 


OO 一 Oo 一 Q@ 
a b <c 
a Be £f 
为 什么 定价 就 要 竖 着 排列 呢 ? 


20 里 
18 9 
2/ 9 
好 好 想 想 ， 实 在 说 不 通 。 


可 是 ， 没 人 告诉 我 们 为 什么 要 竖 着 排 。 向 教科 书 求救 ,教科 书 上 总 
是 说 “就 是 这 样 , 记 住 它 ”, 一 个 解释 都 不 给 。 那么 ,现在 我 们 就 来 探讨 
一 下 矩阵 乘法 中 “ 乘 数 矩阵 ”中 的 数字 为 什么 要 竖 着 排 。 
请 注意 ， 被 乘 数 矩 阵 、 乘 数 矩 阵 是 这 样 的 。 


被 乘 数 和 矩阵 乘 数 矩 阵 


a b < (pq IT) 
def 
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举例 来 说 。 

现在 新 宿 店 、 池 袋 店 在 进行 “ 买 电子 产品 返 现金 ”促销 活动 。 买 
WEGA 返 3500 日 元 , 买 VAIO 返 5000 日 元 , 买 PLAY STATION 返 1000 
日 元 。 川 上 觉得 应 该 计算 一 下 两 个 店 实际 的 销售 额 。 

于 是 ， 他 很 自然 地 列 出 了 下 面 的 算式 。 


a b cy (20 18 2) (-0.35 —0.50 —0.10) 
de f 


可 是 ， 川 上 一 看 ， 党 得 这 个 算式 真是 又 臭 又 长 。 而 且 ， 自 己 要 算 的 
不 只 是 “总 销售 额 ” 和 “返还 现金 总 额 "， 还 要 算 “ 总 收益 "、“ 总 支出 ” 
等 。 所 以 还 得 把 它们 添 在 乘 数 矩阵 里 。 这 样 的 话 ， 横 着 就 要 写 出 一 大 串 
Te 


a b cy (20 18 2) (-0.35 -0.50 -0.10)(@ ©@ 
def 


泽 
be 
这 时 ， 川 上 注意 到 了 乘 数 矩阵 (20 18 2) 下 面 的 空格 。 Re 


ab cy (20 18 2) (-0.35 -0.50 —0.10) 
def 一 空格 


Ni | 
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把 (-0.35 -0.50 一 0.10) 移 到 空格 那里 ， 乘 数 矩 阵 就 变 成 竖 着 排 
列 的 了 。 


abcyl( 20 18 2 
d e f) (-0.35 —0.50 —0.10) 


这 样 排 看 起 来 就 精炼 多 了 。 可 是 ， 刚 高 兴 没 几 分 钟 ， 川 上 又 发 现 这 
下 子 竖 向 变 得 又 自 又 长 。 
ab cy ( 20 18 2 ) 
d e f/ (-035 -0.50 -0:10) 
(® © @ ) 
( 让 让 让 ) 

; 又 自 又 长 

J 


这 样 一 来 ， 没 完 没 了 的 数字 队伍 从 横向 变 成 了 纵向 ， 问 题 还 是 没 解 
决 。 该 怎么 办 呢 ? 

川上 注意 到 了 矩阵 延伸 的 方向 。“ 乘 数 矩 阵 ”向 纵向 延伸 ,“ 计 算 结 
果 和 矩阵 ”向 横向 延伸 。 

乘 数 矩阵 和 计算 结果 矩阵 的 延伸 方向 不 一 样 ， 让 川上 觉得 很 奇怪 ， 
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乘 数 和 矩阵 计算 结果 矩阵 


”39 


i 
def/ (A A A) (© 六 多 国 
(© © @) rs 
( 太 六 太 ) 和 人 
纵向 延伸 


总 觉得 不 对 劲 。 一 般 来 说 ， 算 式 都 应 该 是 从 左 向 右 进行 计算 啊 。 


1+2+3++4+5+6+7=28 


nr pb 
必 


看 算式 时 ， 我 们 习惯 横向 从 左 看 到 右 。 所 以 ， 


ab cy( 20 18 2 
d e fj (—0.35 —0.50 —0.10) 


这 种 写法 虽然 没有 错 ， 但 看 起 来 不 顺眼 。 
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乘 数 和 矩阵 的 延伸 方向 也 必须 是 横向 。 虽 然 如 此 , 也 不 能 像 前 面 那样 ， 


(20 18 2) (—0.35 一 0.50 一 0.10) …… 一 


这 样 排 下 去 。 那 怎么 办 呢 ? 要 横向 排 下 去 ， 但 不 能 变 得 又 臭 又 长 ， 我 们 


必须 找到 这 种 排列 方法 。 
聪明 的 川上 想 ， 把 乘 数 矩 阵 的 各 个 数字 纵向 排列 怎么 样 ? 


像 这 样 ， 让 乘 数 矩阵 垂下 来 。 于 是 ， 不 论 权 向 加 进 多 少 和 矩阵 ， 


都 可 以 让 它们 “垂下 来 ”。 


iii 
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然后 排 在 一 起 ， 就 不 会 变 得 很 长 了 。 


用， 


比如 ， 想 象 一 下 你 看 布告 栏 的 情形 。 你 只 找 前 面 标 有 @ 的 信息 。 如 
果 这 些 信息 横着 排 , 8 和 @ 之 间 就 可 能 混 人 其 他 信息 , 不 好 找 。 但 是 , 如 
果 信息 都 竖 着 排 ，@ 和 @ 互 相 挨 着 ， 就 好 找 多 了 。 
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像 这 样 ， 改 变 乘 数 矩阵 中 数字 的 排列 方式 ， 原 来 的 算式 就 变 成 了 


a b c 20 = 0.33 
de f 18 一 0.50 
2 一 0.10 


这 就 是 现在 我 们 在 用 的 矩阵 积 的 表示 方法 。 
最 后 要 注意 的 是 数值 排列 的 规律 。 最 开始 川上 是 这 样 排列 的 。 


@ 呈 一 一 > 横向 排列 

WEGA VAIO PLAY STATION 

(人 oo 0) ©@ 

(A a 人 A) 纵向 延伸 
(© ®@ ©) 

( 太 六 六 ) 


Q@ 按 “WEGA 一 VAIO 一 PLAY STATION” 的 顺序 横向 排列 数值 ， 
并 用 括号 括 起 来 。@ 像 “ 打 达 摩 ”游戏 中 的 圆 木 块 一 样 纵 向 延伸 。 但 是 ， 
我 们 把 它 改写 成 下 面 这 种 形式 : 


ES 
实际 生活 中 也 有 这 样 的 例子 。 寺庙 和 神社 的 功德 簿 . 祭礼 庆祝 活动 的 捐 
献 簿 上 , 会 竖 着 写 捐献 金 骆 ,捐献 者 的 地 址 、 姓名, 按 金 额 从 多 到 少 , 从 右 
向 左 排列 着 .读者 朋友 可 以 去 寺庙 和 神社 看 看 这 里 就 用 到 了 和 矩阵 中 蕴含 的 
智慧 。 


@ 一 一 > 横向 延伸 
WEGA ol /A @\ /xX\ 2 | 
VAIO 0 和 人 © 太 纵向 排列 
PLAY STATION \O 和 人 © 友 


@ 纵 向 排列 数值 ， 用 括号 括 起 来 。@ 横 向 延伸 。 
这 种 表示 方法 的 好 处 在 于 “ 乘 数 矩阵 ”和 “计算 结果 矩阵 ”的 延伸 
方向 统一 ， 都 是 横向 。 


乘 数 和 矩阵 
人 人 ©\ /六 


横向 延伸 
09 态 @ 


计算 结果 矩阵 
(人 OO 〇 全 一 一 > 横向 延伸 ) 
(@ 妇 帅 ” 国 一 一 > 横向 延伸 ) 


因此 ， 这 种 表示 形式 同时 满足 了 两 个 条 件 : 

@ 节 约 空间 。 

@ 符 合 从 左 向 右 看 算式 的 习惯 。 

正 因为 如 此 ， 和 矩阵 乘法 的 表示 方式 就 这 样 定 了 下 来 。 
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鲜 和 矩阵 活动 漫画 

理解 了 矩阵 乘法 , 可 能 你 又 想 问 :“ 那 么 矩阵 的 加 法 、 减 法 又 是 怎么 
一 回 事 呢 ? ”比如 说 ， 分 别 统计 新 宿 店 和 池袋 店 7 月 份 售 出 的 WEGA、 
VAIO、PLAY STATION 的 数量 。 关 于 每 个 店 销售 数量 的 矩阵 是 : 


a b c 
def 


列 出 7 月 1 日 到 7 月 31 日 每 天 的 销售 数量 矩阵 ， 一 共 31 个 。 


把 31 个 矩阵 友 放 在 一 起 。 然 后 把 每 天 对 应 的 数值 相 加 。 这 就 是 矩阵 
的 加 法 。 

再 比如 , 要 计算 新 宿 店 和 池袋 店 7 月 2 日 的 销售 数量 比 7 月 1 日 增加 
(减少 ) 多 少 。 与 计算 和 矩阵 的 和 一 样 ， 把 7 月 1 日 的 矩阵 和 7 月 2 日 的 矩 
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阵 释 放 ， 对 应 的 数值 相 减 ， 这 就 是 矩阵 的 减法 。 


看 了 这 个 图 , 我 想起 了 以 前 一 些 书 的 附录 中 的 “活动 漫画 "。 这 可 以 
说 是 “矩阵 活动 漫画 "。 真 正 的 活动 漫画 在 翻动 的 时 候 , 每 页 上 的 图 好 像 
都 动 了 起 来 。 那 么 ， 翻 动 矩阵 活动 漫画 能 看 到 什么 呢 ? 

拿 矩 阵 的 加 法 来 看 。 把 一 个 月 内 每 天 的 销售 数量 矩阵 写 在 纸 上 ， 订 
住 一 角 , 一 气 翻 完 这 个 小 册子 。 看 见 了 什么 ? 可 以 看 到 7 月 份 新 宿 店 、 池 
锚 店 的 WEGA、VAIO、PLAY STATION 的 销售 动向 。 数 字 的 变化 生动 
地 展现 在 眼前 ， 能 直观 地 把 握 销 售 趋势 。 这 就 是 使 用 矩阵 的 优点 。 
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3…… 改 变 视角 ， 创 造 新 数字 


指数 . 对 数 


我 们 经 常用 到 自然 对 数 。 可 是 ,对 习惯 了 十 进 制 的 我 
们 来 说 , 它 一 点 也 不 “自然 "。 了 解 普通 人 的 这 种 感受 , 就 
应 该 换 一 种 方法 来 教 自 然 对 数 ， 但 是 从 来 没有 人 尝试 过 。 
自然 对 数 是 人 工 创造 的 数字 , 它 是 为 了 连接 普通 人 生活 的 
十 进 制 世 界 和 有 远 辑 严密 的 自然 数 世 界 而 创造 出 来 的 。 在 教 
自然 对 数 的 时 候 ， 老 师 应 该 先 说 清楚 这 一 点 。 


@@ 指 数 背 后 隐藏 着 什么 


我 在 当 大 学 老师 的 同时 ， 开 办 了 一 家 个 人 研究 所 ， 所 以 不 得 不 跟 账 
目 打交道 。 每 到 这 时 ， 我 就 会 觉得 阿拉 伯 数 字 很 讨厌 。 
请 看 下 面 的 图 。 


伏 + 百 千 国 二 万 再 万 二 万 四 二 亿 百 人 二 公国 


4 位 4 位 4 位 


1 10 100 1000 1000 000 1000 000 000 


Ga ten hundred 
一人 一 
3 位 3 位 3 位 


日 本 人 算账 的 时 候 ， 总 是 四 位 四 位 地 数 。 可 是 一 写 到 纸 上 ， 就 三 位 
三 位 地 写 ， 这 还 真 别扭 。 脑 子 里 是 按 四 位 划分 ， 手 写 出 来 的 却 是 按 三 位 
划分 。 

先 不 说 这 个 , 阿拉 伯 数 字 计 算 起 来 非常 方便 。 现 在 数学 这 么 发 达 , 阿 
拉 伯 数字 功 不 可 没 。 但 它 的 不 便 之 处 在 于 位 数 一 多 , 就 不 利于 直观 把 握 。 
比如 说 , 能 马上 反应 出 100 000 000 000 日 元 是 多 少 钱 的 一 般 只 有 银行 职 
员 、 证 券 师 之 类 的 人 。 普 通 人 要 从 个 位 开始 “个 、 十 、 百 、 千 、 万 、 十 
万 ……” 一 个 一 个 数 有 多 少 个 0， 最 后 才 知 道 是 “1 000 亿 日 元 ”。 

这 种 情况 在 日 本 和 欧美 都 一 样 。 位 数 一 多 ， 数 起 来 就 很 麻烦 ， 经 常 
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发 生 错误 。 怎 样 简化 数字 , 让 它 看 上 去 一 目 了 然 呢 ? 于 是 人 们 发 明了 指 
数 。 在 10 的 右上 角 写 一 个 小 数字 表示 0 的 个 数 ，1 000 亿 就 表示 为 10"。 
指数 的 优点 在 于 : 
9 看 上 去 一 目 了 然 。 
能 方便 地 比较 数字 的 大 小 。 
例如 ， 比 起 


100 000 000 000 


1011 


毫 无 疑问 写 起 来 要 简单 得 多 。 要 比较 10 000 000 000 和 100 000 000 000 
的 大 小 ， 写 成 


1010 1011 


以 后 ， 谁 大 谁 小 就 一 目 了 然 了 。 
以 上 讲 的 内 容 很 多 书 上 都 有 。 但 是 关于 指数 ， 还 有 一 些 真正 重要 的 
东西 在 别 的 书 上 找 不 到 。 这 就 是 在 指数 这 种 表现 方式 里 ， 隐 藏 着 观察 数 
字 的 独特 视角 。 
全 把 大 数字 变 成 小 数字 
请 看 下 面 的 算式 。 
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100 000 000 000 
=10x10x1l0x1l0x1l0xl0xl0xl0x10x10x10 
=100 


看 了 这 个 算式 ， 党 得 “理所当然 ， 没 有 什么 特别 之 处 ”的 人 ， 都 是 
中 了 数学 的 毒 的 人 ， 可 以 说 病 得 不 轻 。 把 10" 看 成 乘法 算式 的 展开 ,就 
不 可 能 理解 指数 的 本 质 。 

请 仔细 想 想 。 为 什么 是 10x 10 x 10x…… 呢 ? 看 起 来 很 平常 , 但 是 
指数 这 种 表现 方式 的 核心 就 隐藏 在 这 里 面 。 

这 个 算式 没有 把 100 000 000 000 看 成 是 一 个 数 ， 而 是 把 它 看 做 “很 
多 个 10 相 乘 "。 

那么 ,为 什么 要 做 10x 10x 10x ……' 呢 ? 那 是 因为 把 100 000 000 000 
看 做 很 多 个 10 相 乘 后 ， 才 有 了 指数 。 

换 句 话说 , 把 100 000 000 000 看 成 是 10 x 10x 10x ……' 不 是 必然 的 ， 
但 却 是 必需 的 。 

于 是 ， 数 学 上 把 这 些 相 乘 的 10 叫做 底数 。 

为 什么 底数 是 10 呢 ? 这 也 没有 什么 特别 的 理由 , 就 是 因为 人 们 已 经 
习惯 了 十 进 制 。 为 什么 人 们 习惯 十 进 制 呢 ? 是 因为 人 类 的 手指 头 有 10 
根 。 我 们 数 数 的 时 候 ， 常 常 狂 着 指头 数 。 一 句 话 ， 把 10 叫 做 底数 ， 只 是 
因为 方便 。 其 实 换 成 2、3， 或 是 11 都 无 所 谓 。 

为 了 便于 说 明 ， 我 们 刚才 一 直 在 拿 100 000 000 000 这 种 能 被 10 整 
除 的 数字 来 举例 。 其 实 ， 不 论 什么 数字 ， 都 可 以 用 指数 表示 。 

也 就 是 说 ， 所 有 的 数字 都 可 以 看 做 是 10 的 乘积 。 
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人 们 履 着 手指 头 数 数 , 就 产生 了 十 进 制 。 也 就 是 说 ,如 果 是 猪 来 数 数 . 
就 可 能 是 四 进 制 : 鸭子 来 数 数 , 就 可 能 是 二 进 制 。 如 果 火 星人 的 手 有 6 根 手 
指 ， 那么 他 们 的 数学 可 能 就 是 十 二 进 制 。 

可 是 人 类 还 不 满足 甚至 抬 出 了 太阳 和 月 亮 , 创造 出 了 七 进 制 (一 周 ) 
和 三 十 进 制 (一 个 月 ) 。 听 说 古代 巴比伦 还 有 六 十 进 制 。 占 卜 和 占星 术 使 用 
九 进 制 。 计 算 机 使 用 二 进 制 和 十 六 进 制 。 有 些 人 可 能 觉得 讨论 这 个 话题 很 
傻 ， 但 数字 的 数 法 却 是 数学 的 基础 。 


为 什么 要 用 指数 来 表示 数字 呢 ? 不 用 说 , 这 是 为 了 使 很 长 的 数字 变 
得 简短 。 

不 过 , 更 重要 的 理由 是 , 把 所 有 的 数字 都 看 成 是 10 的 乘积 , 就 可 以 
把 这 个 数 替换 为 对 数 一 一 一 种 新 的 、 用 起 来 更 方便 的 数 。 

例如 ， 我 们 看 1 290 856 这 个 数字 。 把 这 个 数字 看 成 10 的 乘积 ， 就 
变 成 下 面 这 样 : 


1290856=10x10x10x10x 10x10x……? 
10 相 乘 多 少 次 的 乘积 是 1 290 856 


10 相 乘 多 少 次 得 到 1 290 856? 这 是 一 个 非常 复杂 的 近似 值 计算 在 
这 里 我 们 没有 工夫 来 计算 这 个 ， 告 诉 大 家 答案 ， 是 6.110 8。 

也 就 是 说 ，10 相 乘 6.110 8 次 得 到 1290 856。10 相 乘 的 次 数 ， 叫 做 
对 数 。 

对 数 是 “一 对 一 的 数字 ”的 意思 。 刚才 的 例子 中 , 6.1108 是 1290 856 
这 个 真 数 唯一 对 应 的 对 数 。 
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真 数 和 对 应 的 对 数 , 就 是 一 起 喝酒 的 老大 和 他 的 手下 。 真 数 是 老大 ， 
对 数 是 小 哄 史 。 小 哄 鸣 会 在 关键 时 刻 为 老大 卖命 。 对 数 这 个 小 叶 甸 ， 工 
作 得 非常 卖力 。 


到 音 
2 
r 一 
到 当 


在 数学 的 世界 ， 我 们 把 它 写成 下 面 的 形式 ， 
log ,o1290856=6.1108 


6.110 8 叫做 常用 对 数 。 
“常用 ” 乍 一 听 不 知道 什么 意思 , 其 实 它 就 是 表示 这 个 对 数 是 “经 常 
使 用 的 对 数 "。 在 计算 数值 的 时 候 ， 它 经 常 被 用 到 ， 作 用 很 大 。 


全 连接 乘法 和 加 法 的 桥梁 


那么 , 对 数 使 用 起 来 到 底 有 多 么 方便 呢 ? 我 们 把 100000000000 写 
成 100 000 000 000，1290 856 就 写成 1290 856 就 行 了 ， 有 必要 特意 换算 
成 对 数 吗 ? 
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确实 ， 如 果 100 000 000 000 就 是 100 000 000 000，1 290 856 就 是 
1290 856， 那 也 就 没什么 麻烦 了 。 

不 过 , 换算 成 对 数 后 , 大 数字 就 变 成 了 小 数字 , 使 用 起 来 十 分 方便 。 
100000 000000 和 11, 1290 856 和 6.1108， 哪 个 计算 起 来 比较 方便 呢 ? 
当然 是 11 和 6.1108。 

对 数 不 光 有 这 个 好 处 。 比 如 说 ， 倍 乘 的 数字 会 像 滚雪球 一 样 越 滚 越 
大 。 我 们 身边 有 很 多 这 种 成 倍数 变化 的 现象 ， 如 复 利 式 的 贷款 、 细 菌 的 
增殖 、 放 射 性 元 素 的 分 裂 。 在 这 些 现象 中 ， 数 值 会 在 瞬间 变 大 ， 光 看 数 
值 实 在 看 不 过 来 。 对 数 把 这 些 现象 中 庞大 的 数值 替换 成 较 小 的 数字 ， 把 
乘法 变 成 加 法 。 
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如 上 图 , 把 10 和 10 相 乘 的 乘法 运算 , 替换 成 1 和 1 相 加 的 加 法 运算 ， 
数值 就 由 原来 的 剧 增 变 成 缓慢 增长 。 从 这 个 意义 上 说 ， 对 数 是 连接 “ 乘 
法 世界 ”和 “加 法 世界 ”的 桥梁 。 


> 


对 数 的 出 现 是 必然 的 。 用 数字 来 表示 庞大 的 数目 , 这 本 身 就 是 人 类 的 一 
大 创举 , 而 发 明了 对 数 这 种 方便 的 表示 方式 , 更 是 一 个 伟大 的 创造 。 因为 它 
把 烦琐 的 乘法 转换 成 了 简单 的 加 法 。 


全 贷款 和 。 


对 数 中 ， 除 了 常用 对 数 ， 还 有 非常 重要 的 自然 对 数 。 现 在 我 们 来 看 
看 自然 对 数 。 不 过 ， 我 们 要 先 从 2.718 28 这 个 数字 的 来 历 开 始 讲 起 。 

下 面 我 要 讲 一 个 虚构 的 故事 ， 从 这 个 故事 中 我 们 来 认识 自然 对 数 。 
故事 有 点 悲惨 ， 发 生 在 江 户 时 代 。 

那 是 距 今 约 200 年 前 的 日 本 宽 政 年 间 。 有 一 天 ， 大 难 降临 到 江 户 有 
名 的 吴 服 批发 商 须 山 屋 。 衔 门禁 止 须 山 屋 在 100 天 内 出 售 商品 ， 服 装 由 
衙门 清光 ， 须 山 屋 的 财产 没收 一 半 。 用 今天 的 话 来 说 ， 就 是 不 正当 经 营 
的 公司 受到 停业 处 分 。 这 在 后 世 被 称 为 宽 政 改革 , 是 由 幕府 最 高 执政 官 
松平 定 信 发 起 的 德 川 幕 政 改革 的 一 项 内 容 。 和 
眼红 ， 须 山 屋 的 灾难 ， 是 对 江 户 商人 的 一 个 警告 。 

遭 丙 的 是 须 山 屋 的 主人 裕 右 卫 门 。 仓 库 里 的 货物 被 清光 了 ， 财 产 也 
被 没收 了 一 半 ， 而 税金 却 不 能 免除 。 

衔 门 里 的 人 一 个 个 离开 后 ， 规 定 的 100 天 也 快 到 了 ， 上 店 里 的 伙计 都 
跑 光 了 ， 只 剩 下 男 仆 和 女 佣 。 即 使 开始 营业 ， 人 们 也 都 怕 惹 祸 上 身 ,不 
敢 来 店 里 买 东西 ， 根 本 设 有 生意 可 做 。 须 山 屋 眼看 就 要 倒闭 了 。 

有 一 天 ， 一 个 老人 掀 开 门帘 走 进 店 里 。 这 是 一 位 和 善 的 老者 ， 看 起 
来 像 是 哪 家 安享 天 伦 的 老 太 爷 , 一 点 都 不 像 客人 。 裕 右 卫 门 问 :“ 您 有 什 
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么 事 ? ”老人 笑 显 睐 地 开口 说 ;“ 你 是 不 是 最 近 手 头 有 点 紧 ? ”原来 , 他 
是 放 债 的 , 来 看 看 处 于 困境 的 须 山 屋 是 否 需要 借 钱 。“ 我 不 需要 借 钱 , 您 
请 回 吧 。” 裕 右 卫 门 没 好 气 地 回绝 。 虽然 裕 右 卫 门 的 态度 不 好 , 但 老人 不 
生气 ， 还 是 满 脸 笑 容 。 

这 样 下 去 店 会 倒闭 的 ， 裕 右 卫 门 心里 也 不 是 不 担心 。 但 是 ， 即 使 想 
进货 也 没有 资金 。 而 且 以 前 货物 的 付款 期 也 一 天 天 逼近 , 真是 火烧 眉毛 。 
“就 听 听 他 葫芦 里 卖 的 什么 药 "， 老 人 看 上 去 不 像 是 坏人 , 裕 右 卫 门 决定 
死 马 当成 活 马 医 ， 先 听 听 他 讲 些 什么 。 

老人 给 出 的 贷款 条 件 是 : 年 利 100%， 分 12 个 月 计 复 利 ， 贷 款 期 限 
是 1 年 。 裕 右 卫 门 想 “真是 趁 火 打 动 "。 老 人 见 他 还 在 犹 瑰 ， 开门见山 地 
说 :“ 不 用 担心 。 您 可 是 江 户 第 一 大 富商 啊 。 您 这 么 有 头脑 ,不 到 半年 肯 
定 能 还 清 。 而 且 ， 您 也 需要 资金 来 重整旗鼓 吧 ? ” 

被 他 说 中 了 ， 裕 右 卫 门 现在 确实 急需 资金 。 有 500 两 ， 不 ， 只 要 有 
100 两 ,就 可 以 挽救 这 个 店 。 裕 右 卫 门 有 这 个 自信 。 可是, 谁 愿意 出 资 给 
被 官府 盯 上 的 店 呢 ? 找 遍 江 户 城 也 找 不 出 一 个 人 。 即 使 有 ,也 只 有 站 在 
他 面前 的 高 利 贷 者 了 。 裕 右 卫 门 进退 两 难 。 

“怎么 样 ? ”老人 观察 着 沉思 中 的 裕 右 卫 门 ， 问 道 。 

“到 底 怎么 办 ? 是 成 是 败 , 要 不 要 赌 一 把 ?” 裕 右 卫 门 心里 进行 着 激 
烈 的 斗争 。 

好 , 故事 先 讲 到 这 里 。 我 们 来 考虑 一 下 故事 中 讲 到 的 贷款 。“ 贷 款 和 
数学 有 什么 关系 ? ”可 能 有 些 读者 会 这 样 想 。 关 系 可 大 了 。 自 然 对 数 
2.718 28 就 是 在 借贷 关系 中 被 发 现 的 。 

那么 , 令 裕 右 卫 门 狂 移 不 决 的 “年 利 100%， 分 12 个 月 计 复 利 ， 贷 
款 期 限 是 1 年 ”是 怎么 回 事 呢 ? 我 们 先 从 这 个 问题 开始 。 现 在 假设 裕 右 
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卫 门 准备 借 100 两 。 
如 果 一 年 之 内 一 分 钱 都 没 还 ， 贷 款 就 会 像 下 面 这 样 增长 。 


月 份 [ o | 1 | 2 3]|415|sl7|sl*|olualnp 
贷款 | 100 | 108 | 117 | 127 | 138 149 | 161| 175 | 189 | 204 | 221 | 240 | 260 


过 了 一 年 ,贷款 就 变 成 原来 的 2.6 倍 了 。 这 种 增长 速度 真 潭 怖 ，260 
两 在 今天 就 相当 于 5200 万 日 元 。 
贷款 增长 这 么 快 ， 是 因为 用 复 利 来 计算 。 复 利 是 将 利息 计 人 本 金 再 
计 利息 的 借贷 方式 。 须 裕 右 卫 门 的 贷款 按 每 月 计算 利息 ， 每 月 产生 的 利 
息 计 人 当月 的 本 金 (本 金 二 利息 ) ， 成 为 下 月 的 本 金 ， 再 计算 利息 。 
也 就 是 说 ， 先 把 年 利 100% 分 配 到 贷款 期 1 年 (12 个 月 ) 中 的 每 个 
月 ， 就 是 每 月 复 利 十 ~ 0.083， 计 算 如 下 ; 


本 金 100 两 
1 个 月 后 本 金 100 两 + 利息 (100 x 0.083) 两 二 108 两 
2 个 月 后 本 金 108 两 + 利息 (108 x 0.083) 两 二 117 两 
3 个 月 后 本 金 117 两 + 利息 (117 X.0.083) 两 二 127 两 


12 个 月 后 本 金 240 两 + 利息 (240 x 0.083) 两 二 260 两 


这 样 , 不 光 是 最 初 的 本 金 100 两 会 产生 利息 , 利息 也 会 产生 利息 , 因 
EDZ2zp 


1 两 是 指 货币 里 的 含金量 为 1 两 , 换算 成 现在 的 货币 , 约 为 20 万 日 元 ， 
折合 人 民 币 约 1.3 万 元 。 
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此 叫做 “ 复 利 ”。 如 果 是 利息 不 计 入 本 金 的 “ 单 利 ”，1 年 后 只 需 还 
200 两 。 现 在 的 银行 、 高 利 贷 等 进行 融资 时 也 经 常 使 用 复 利 。 

不 过 ， 用 数学 的 思维 来 思考 ， 就 应 该 把 问题 一 般 化 。 在 以 上 的 事例 
中 ， 如 果 把 计 入 利息 次 数 设 为 n 会 怎么 样 呢 ? 在 这 里 ,我 们 暂且 不 深入 
讨论 怎样 一 般 化 ， 只 把 公式 写 出 来 。 


复 利 计算 公式 : S=P (HE)" ee © 
S: 合计 金额 ”P: 本 金 k: 年 利 mn: 利息 的 计 人 次 数 


请 大 家 暂且 贺 圈 吞 吏 , 记 住 这 是 一 个 “公式 "。 重 要 的 是 下 面 要 讲 到 
的 2.718 28 是 怎么 产生 的 。 请 大 家 耐心 读 下 去 。 
根据 裕 右 卫 门 的 实际 情况 ，P=100，k=1，n=12。 套 人 公式 ， 就 是 


S=100x 4G+ 吾 ) 4 ~ 260 (两 ) 


SENSESARS 
江 户 时 代 的 高 利 贷 , 就 是 我 们 现代 的 个 人 贷款 (以 工薪 族 为 主要 对 象 的 
高 利 贷 )、 工 商业 贷款 等 。 民 间 贷 款 的 利息 是 年 利 25% 一 29.2%。 可 以 分 期 
付款 或 延 后 付款 的 信用 卡 和 可 以 享受 商场 打折 优惠 的 信用 卡 贷款 利息 大 致 相 
同 。 银 行 信用 卡 的 年 利 是 20% (次 月 一 起 还 清 )。 

在 这 个 利息 超 低 的 时 代 , 日 本 银行 普通 存款 的 利息 只 有 0.02%, 相 比 之 
下 , 以 上 都 是 不 折 不 扣 的 高 利 贷 。 最近, 一 些 钻 法 律 空 子 的 每 日 贷款 和 完全 
非法 的 黑市 贷款 迅速 增多 , 再 加 上 日 本 经 济 持续 低迷 , 令 受 害 者 日 益 增多 。 
特别 是 黑市 贷款 ， 利 息 达 到 了 “10 天 10%, 年 利 365%" ,最近 更 加 严重 
“10 天 40%,， 年 利 1460%”， 甚 至 是 “1 天 10%, 年 利 3650%"， 手 段 之 恶 
劣 , 令 人 难以 想象 。 


得 出 了 一 年 后 的 还 款 总 额 。 

请 大 家 注意 n 的 值 , 也 就 是 利息 的 计 人 次 数 。 裕 右 卫 门 的 故事 中 , 约 
定 n=12。 如果 不 是 12, 是 别 的 数字 , 那么 一 年 后 的 还 款 总 额 是 多 少 呢 ? 
我 们 分 别 看 看 n 为 6 次 、8 次 、12 次 、16 次 时 的 利息 及 还 款 总 额 情况 。 


n 复 利 还 款 总 额 
n=6 二 一 0.167 253 两 
n=8 坦 =0.125 257 两 
n=12 十 二 0083 260 两 
n=16 吉 = 0063 263 两 


利息 计 和 人 的 次 数 增多 , 贷款 总 额 也 会 增多 。 计 入 次 数 为 6 次 和 16 次 
时 ， 一 年 后 贷款 总 额 相差 约 10 两 。 也 就 是 说 ， 从 高 利 贷 者 的 角度 来 看 ， 
提高 年 利率 的 同时 增加 利息 的 计 入 次 数 ， 也 会 带 来 更 多 财富 。 

贪心 不 足 的 高 利 贷 者 们 想 :“ 尽 可 能 借 出 更 多 钱 ; 当然 能 赚 回 更 多 ， 
不 过 要 最 有 效率 地 赚 利 息 ， 应 该 把 利息 计 人 次数 定 为 多 少 次 呢 ? ”假设 
本 金 为 100 两 ， 年 利 为 100%， 计 入 次 数 为 n， 看 看 能 得 出 什么 结果 。 首 
先 ,刚才 的 公式 @ 可 以 写成 下 面 这 样 ; 


s=100x Oy 


CBD 
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像 信用 卡 贷款 中 常见 的 那样 , 把 n 蔡 换 成 1. 2.4、8、16、32、64、128…… 
把 阴影 部 分 的 变化 情况 列 成 表 (用 电脑 可 以 很 方便 地 算出 来 )。 


[ 


n | 2 4 8 16 32 
2.0000 | 2.2500 | 2.4414 | 2.5657 | 2.6379 | 2.6770 

n 64 128 $12 1024 2048 4096 
2.6973 | 2.7077 | 2.7156 | 2.7170 | 2.7176 | 2.7180 


列 出 表 后 ,我 们 只 要 用 本 人 金 乘 以 表 中 的 数值 , 就 可 以 得 出 对 应 的 还 
款 总 额 ， 这 种 表 叫 做 复 利 表 。 

那么 ， 看 着 这 些 数 字 ， 你 发 现 了 什么 ? 请 大 家 注意 阴影 部 分 数值 的 
增长 趋势 。 利 息 计 和 次数 n 越 大 ,阴影 部 分 数值 的 增长 就 越 缓慢 。 而 且 ， 
数值 最 终 稳定 在 2.7…… 左 右 。 

想必 大 家 已 经 明白 了 ， 这 个 数字 就 是 e。 

人 类 使 用 货币 的 历史 很 长 。 复 利 计算 在 公元 前 的 印度 就 已 经 被 广泛 
应 用 了 。 随 着 货币 经 济 和 数学 的 发 展 ，15 世纪 时 ，S=(1+ 卡 "就 已 经 成 为 
公式 固定 下 来 。 欧 洲 商人 身边 总 是 带 着 复 利 表 。 人 们 在 贷款 、 做 生意 的 
过 程 中 ， 发 现 2.7…… 这 个 数字 似乎 有 一 种 特殊 的 意义 。 


傅 使 用 。 很 方便 
现在 用 e 这 个 特殊 符号 来 代表 2.718 28。 人 们 发 现 2.7…… 这 个 数字 
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似乎 有 一 种 特殊 的 意义 时 , 正好 物理 学 上 也 发 现 自然 界 的 种 种 现象 中 也 
含有 2.7…… 这 个 数字 。 因 为 2.7…… 这 个 数字 出 现 得 太 频繁 ， 所 以 人 们 
决定 “特殊 对 待 ”这 个 数字 。 

说 到 特殊 对 待 , 人 们 对 10 这 个 数字 也 另 眼 相 看 。 还 是 拿 100000 000000 
这 个 数字 来 说 吧 。 前 面 提 到 过 ， 把 10 看 做 所 有 数字 的 底数 ， 


100 000 000 000 
=l]0x 10x 10x 10x 10x 10x 10x 10x 10x 10x 10 
pr 
底数 10 相 乘 11 次 


真 数 100 000 000 000 可 以 用 常用 对 数 来 表示 。 


log,o100000000000 =11 
刚才 我 们 说 过 ， 观 察 自然 现象 和 人 类 活动 可 以 发 现 ，e=2.718 28 这 
个 数字 经 常 出 现 。 于 是 ， 我 们 把 e 作为 底数 ， 


100 000 000 000 


=eXxeXxexexexexexexexexexexexexexexe 
XeXeXxeXeX………… 


底数 e 相 乘 25.328 次 
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于 是 有 人 想到 ，100 000 000 000 可 以 写成 


log.100000000000=25.328 


这 就 是 自然 对 数 。 

在 分 析 自 然 现象 时 , 使 用 自然 对 数 非常 方便 。 因 此 , 它 才 被 叫做 “ 自 
然 ” 对 数 。 戴 上 这 项 大 帽子 ， 这 个 数字 促 然 成 了 万 物 真理 的 化 身 。 其 实 
不 然 ， 人 们 是 为 了 自己 方便 ， 顺 手 制造 出 自然 对 数 的 。 
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log。…… 常 写成 In……。 In 是 取 natural logarithm 的 首 字母 创造 出 来 的 
数学 符号 。 常 用 对 数 在 英语 中 叫做 common logarithm , 但 是 不 能 用 lc…… 
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4…… 把 复杂 的 问题 变 简单 


虚数 、 复 数 


为 了 写 这 本 书 我 曾 开 过 私 束 ， 亲 自给 学 生 授 课 。 在 课 
堂上 ， 学 生 曾 尖锐 地 问 我 :“ 老 师 ， 虚 数 这 东西 真 的 存在 
吗 ? 我 怎么 觉得 它 像 曲 灵 一 样 ， 是 捏造 出 来 的 ,我 们 到 底 
应 不 应 该 相信 ? ”我 只 能 回答 :“ 这 不 好 说 。 我 只 知道 有 了 
虚数 很 方便 ,就 不 用 追究 它 到 底 存 不 存在 了 吧 。 不过, 对 
自己 不 愿意 见 到 的 东西 , 人们 就 会 无 视 它 的 存在 。 人们 有 
可 能 拒绝 承认 眼前 真实 存在 的 现实 , 认为 “不 过 是 海 市 碑 
楼 ”。 可 是 , 如 果 是 非常 向 往 的 东西 ,即使 不 存在 , 人 们 也 
会 自动 制造 幻象 。 这 样 想 的 话 , 就 会 觉得 一 切 感受 与 意识 
都 不 过 是 大 脑 玩 的 游戏 。 而 我 认为 , 这 正 是 虚数 和 复数 的 
根本 所 在 。 


@ 为 什么 要 学 习 这 种 怪 东 西 


为 了 写 这 本 书 , 我 看 了 高 中 的 教科 书 ， 令 我 吃惊 的 是 ， 高 中 二 年 级 
就 在 学 虚数 和 复数 了 。 高 中 二 年 级 的 时 候 , 还 没有 分 文理 科 。 这 就 是 说 
为 数 众 多 的 高 中 生 都 在 学 虚数 和 复数 。 

关于 虚数 和 复数 ， 我 认为 这 种 稀奇 古怪 的 东西 ， 只 让 理科 的 学 生 学 
就 可 以 了 。 只 有 进 了 理工 科大 学 学 习 物 理 和 工程 学 的 人 ， 才 能 真正 了 解 
学 习 复数 的 意义 和 作用 。 不 上 大 学 的 人 和 学 文科 的 人 ， 可 能 今生 今世 也 
不 会 用 到 复数 。 

那么 ， 为 什么 高 中 生 要 学 虚数 和 复数 呢 ? 因为 有 些 顽 固 的 人 认为 ， 
不 管 将 来 是 学 文科 还 是 理科 ， 高 中 生 都 必须 学 虚数 和 复数 。 

这 些 老师 是 为 了 让 高 中 生 为 以 后 进 理工 科大 学 打 好 基础 。 同 时 ， 他 
们 也 有 自己 小 小 的 私心 ， 希 望 全 世界 的 人 都 了 解 自己 的 专业 。 

如 果 你 手边 有 教科 书 ， 请 翻 到 写 有 编者 名 字 的 那 一 页 。 仔 细 看 看 就 
会 发 现 ， 其 中 有 很 多 人 是 大 学 教授 。 教 科 书 里 处 处 隐藏 着 这 些 教授 们 的 
良 苦 用 心 。 

升 人 大 学 学 习 工 科 和 理科 的 学 生 , 会 在 人 学 一 年 后 开始 学 习 复 函 数 。 
但 是 , 这 些 理工 科 的 大 学 生 忙于 实验 和 学 习 其 他 的 东西 ,进入 大 学 以 后 


给 高 中 生 授课 的 是 高 中 老师 ,本 该 由 每 日 奋斗 在 教学 第 一 线 的 高 中 老师 
们 来 编 教 科 书 , 才能 写 出 通俗 易 懂 、 适 合 教学 的 教科 书 。 我 曾经 亲临 现场 
观摩 过 日 本 许多 学 校 的 课堂 , 授课 质量 好 . 学 生 素质 高 的 学 校 里 , 老师 们 都 
很 注重 授课 的 方式 和 技巧 。 
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根本 没 空 从 基础 开始 学 习 复 数 。 于 是 ， 理 工科 的 大 学 教授 们 从 高 中 时 就 
给 学 生 灌输 复数 的 基础 知识 。 这 些 教授 真是 任性 ， 平 白 无 故 给 大 家 增添 
了 许多 负担 。 

虚数 和 复数 的 概念 确实 十 分 重要 ,可 以 说 没有 它们 就 没有 现代 科学 。 
所 以 ,学 理科 的 高 中 生 ， 应 该 在 高 中 时 就 为 大 学 的 学 习 打 好 基础 。 即 使 
学 的 时 候 觉 得 讨厌 , 但 以 后 还 要 全 面 学 习 , 所 以 先 打 个 基础 也 不 是 坏事 。 
进入 大 学 之 后 ， 还 会 庆幸 当时 学 得 早 。 但 是 ， 对 于 一 辈子 都 不 会 用 到 虚 
数 和 复数 的 文科 生来 说 ， 是 被 理科 生 连 累 了 ， 理 工科 教授 的 好 意 真 是 消 
受 不 起 。 

复数 是 由 实数 衍生 出 的 全 新 的 数 的 概念 。 关 于 复数 ， 学 文科 的 高 中 
生 只 要 了 解 这 一 点 就 够 了 。 强 迫 将 来 不 会 用 到 复数 的 人 学 习 复 数 ， 真 是 
说 不 过 去 。 如 果 一 定 要 让 高 中 生 学 习 复数 的 基础 知识 ， 可 以 在 高 三 的 时 
候 学 。 忽 视 学 生 感 受 的 课程 安排 ， 只 会 让 学 生 越 来 越 讨厌 数学 。 教 育 者 
们 应 该 意识 到 这 一 点 。 

话 虽 如 此 , 现在 的 应 试 教育 体制 还 在 命令 学 生 “ 拼 命 学 "。 即 使 不 合 
理 ， 文 科 的 高 中 生 也 必须 学 习 复 数 ， 升 学 也 会 考 到 复数 ， 偷 懒 不 学 就 可 
能 考 不 上 大 学 ， 反 正 必 须 得 学 。 老 师 应 该 先 告诉 学 生 ， 为 什么 要 学 这 种 
怪 东 西 ， 让 他 们 学 起 来 更 加 容易 ， 这 才 显 得 通 情 达 理 。 


@ 合 二 为 一 

既然 复数 是 因为 “理科 人 的 私心 ” 才 被 纳入 高 中 数学 的 ， 因 此 ， 想 
知道 为 什么 要 学 习 它 ， 必 须 先知 道理 工科 大 学 教授 的 想法 。 对 于 学 文科 
的 高 中 生 我 深 表 同情 ， 不 过 下 面 还 是 要 简单 介绍 一 下 大 学 数学 。 

前 面 说 过 , 理工 科 的 大 学 生 会 在 大 学 二 年 级 左右 学 习 复 函 数论 这 门 
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课 (各 个 大 学 可 能 各 有 不 同 )。 他 们 必须 在 半年 内 掌握 这 门 课 。 因 为 这 对 
理科 的 学 生 ， 特 别 是 物理 、 工 程 学 专业 的 学 生来 说 ， 是 必 不 可 少 的 基础 

从 “ 复 函 数论 ”这 个 名 字 就 可 以 想象 到 ， 这 个 概念 是 由 “复数 ”和 
“函数 ”这 两 个 概念 组 成 的 。 说 到 函数 , 我 们 最 熟悉 的 是 一 元 函数 y=f(x)。 
一 元 函数 中 , 变量 x 变化 , y 也 相应 发 生变 化 , x 和 y 是 一 一 对 应 的 关系 。 


y 长 ----- y=f(x) 


x |------------> 


但 是 在 实际 中 ， 与 其 把 一 元 函数 理解 成 两 个 变量 的 一 一 对 应 关系 ， 
不 如 把 两 个 变量 合 二 为 一 ， 这 样 理 解 起 来 比较 简单 。 

40 多 年 来 , 我 一 直 在 大 学 从 事 机 械 工 程 学 的 教学 和 研究 ， 以 我 的 经 
验 ， 在 理解 下 面 这 类 问题 时 ， 把 两 个 变量 合 二 为 一 的 思考 方式 很 有 效 。 


1. 几 何 学 的 问题 。 
把 平面 坐标 上 的 点 (x，y) 看 做 是 由 x 和 y 这 组 数 决 定 的 。 


2. 电 路 、 流 体 、 热 、 震 动 的 问题 。 

电位 分 布 和 电流 、 压 力 分 布 和 流速 、 温 度 分 布 和 热 、 振 幅 和 相位 这 
些 变量 ， 都 可 以 看 做 是 由 两 个 数组 成 一 组 来 决定 的 。 这 样 ， 两 个 变量 合 
为 一 组 ， 产 生 的 新 数 就 是 复数 。 


因此 可 以 说 ， 复 函数 表示 的 是 一 个 复数 和 另 一 个 复数 的 相互 联系 。 
说 清楚 点 ， 因 为 复数 是 由 两 个 量 决定 的 ， 所 以 复 函 数 表示 的 是 两 个 
量 和 另外 两 个 量 之 间 的 对 应 关系 。 用 图 表示 如 下 : 


这 种 对 应 关系 就 是 复 函 数 。 具 体 怎 么 对 应 ， 我 们 先 不 探讨 。 

大 学 教授 想 教 的 , 就 是 复数 的 这 种 对 应 关系 。 但 是 , 学 习 复 函 数论 这 
门 课 的 时 间 只 有 半年 。 时间 有 限 , 没 空 去 教 复 数 的 基础 知识 。 因此, 对 大 
学 教授 来 说 ， 必 须 让 学 生 在 高 中 就 掌握 复数 的 基础 知识 。 

教科 书 的 编写 者 很 了 解 大 学 教授 的 这 种 需要 。 在 大 学 忽然 让 学 生 接 
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受 复数 有 困难 ， 他 们 为 大 学 教授 着 想 ， 所 以 决定 在 高 中 时 就 向 学 生 灌输 
复数 的 基本 知识 。 

高 中 学 的 复数 ， 说 得 好 听 点 是 为 大 学 打 基础 ， 实 际 上 是 为 大 学 的 学 
习 提 前 打 个 预防 针 ， 免 得 学 生 在 大 学 遇 到 复数 时 不 知 所 措 。 


全 复数 的 好 处 


听 了 刚才 的 分 析 , 文科 生 也 许 会 勃然 大 怒 :“ 赁 什么 我 们 要 忍受 理科 
生 的 自私 ! ”不 过 ， 如 果 因 此 就 对 复数 敬而远之 就 有 点 可 惜 了 。 复 数 从 
根本 上 改变 了 人 们 看 世界 的 方式 。 了 解 这 一 点 , 就 会 觉得 学 习 复 数 很 有 
趣 ， 复 数 也 不 再 是 “怪物 ”了 。 

大 学 的 电气 工程 专业 有 一 门 课 叫 “ 电 气 数学 ”"。 对 学 电气 工程 的 学 生 
来 说 , 复数 十 分 重要 ， 与 其 说 一 定 会 用 到 复数 ， 不 如 说 没有 复数 就 没有 
这 门 学 科 。 

例如 ， 如 下 图 所 示 ， 电 路 中 时 间 t 和 电流 x、 电 压 y 的 变化 关系 。 

电流 xX 


电压 y 
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之 所 以 发 明 复数 这 种 全 新 的 数 , 是 因为 人 们 想 用 一 个 数 表现 一 个 现 
象 。 在 上 面 电路 的 例子 中 ， 没 有 把 电流 和 电压 分 开 处 理 ， 而 是 把 它们 看 
做 同一 个 电路 的 相关 部 分 ， 于 是 干脆 把 两 个 数字 合 二 为 一 了 。 

这 里 我 不 再 哪 哪 唆 唆 列 出 运算 过 程 。 总 之 ， 根 据 这 种 思考 方式 ， 由 
上 图 中 的 两 条 曲线 ， 得 出 了 下 面 这 个 圆 。 


具体 怎么 会 得 到 这 个 圆 ， 我 们 暂且 跳 过 。 在 这 里 我 们 可 以 看 出 ， 复 
数 的 优点 就 在 于 把 复杂 的 现象 简单 化 。 

不 过 ， 复 数 的 优点 还 不 止 如 此 。 

复数 尝试 着 换个 角度 看 问题 。 一 般 认 为 ， 电 流 x 和 电压 y 扯 不 上 关 
系 。 电 流 不 会 影响 电压 ， 电 压 也 不 会 影响 电流 。 但 它们 又 都 是 同一 个 电 
路 的 现象 ， 是 同一 电路 的 不 同 侧面 。 

电流 和 电压 有 一 个 共同 点 ， 那 就 是 “ 随 着 时 间 t 变 化 而 变化 "。 复 数 
z 这 个 全 新 的 数 , 就 是 抓 住 了 这 个 共同 点 , 把 看 起 来 毫 无 联系 的 电流 x 和 
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电压 y 合 二 为 一 ， 用 圆周 上 的 一 点 (x，y) 来 表示 。 

请 大 家 再 看 一 饥 前 面 的 圆 。 图 中 最 引 人 注 意 的 是 没有 时 间 轴 。 说 “ 没 
有 时 间 轴 ”， 可 能 有 人 会 以 为 时 间 轴 消失 了 ， 其实 不 是 。 因 为 我 们 是 从 x 
轴 和 y 轴 组 成 的 平面 正 上 方 看 ， 所 以 看 到 的 不 是 “ 轴 ”， 而 是 “点 ”。 


y 


x 从 正 上 方 看 , ! 轴 变 成 
了 一 个 点 


> eb 


也 就 是 说 ， 使 用 复数 z 这 个 全 新 的 数 ， 就 不 用 再 考虑 时 间 要 素 。 不 
过 ， 请 大 家 不 要 误解 ， 消 失 的 是 时 间 轴 ， 不 是 时 间 。 电 流 x 与 电压 y 随 
着 时 间 变 化 这 一 点 并 没有 改变 。 为 了 证 明 这 一 点 ， 在 刚才 的 图 上 标示 出 
时 间 变化 ， 圆 周 上 的 一 点 (x，y) 会 随 着 时 间 的 变化 转圈 。 


这 个 转变 真 让 人 吃惊 。 


我 们 通常 考虑 的 是 x 与 y 之 间 一 一 对 应 的 关系 ， 也 就 是 一 元 函数 


y=f(x 
成 的 了 


)。 要 表现 现象 随 着 时 间 的 变化 而 变化 , 就 让 时 间 轴 1 穿 过 x 与 y 组 
EF 面 ， 形 成 三 维 空间 ， 如 下 图 。 
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但 是 ， 没 有 必要 用 这 种 难 懂 的 方式 来 表现 。 

导入 全 新 的 复数 z 之 后 ， 时 间 轴 压缩 为 原点 ， 意 想不到 的 新 图 出 现 
在 眼前 。 换 句 话 说 , 就 是 不 再 按照 一 般 的 思路 加 上 时 间 转 变 成 三 维 空间 
图 ， 而 是 用 全 新 的 图 来 表示 。 

可 能 有 些 读者 不 能 理解 “时 间 轴 不 见 了 ”。 下面 我 再 进一步 说 明 。 我 
想 说 的 是 ， 复 数 是 一 种 压缩 的 软件 。 

要 理解 “压缩 ”"， 请 大 家 试 着 想象 一 个 与 它 相 反 的 词 “ 还 原 "。 干 瘾 
的 乌贼 不 能 还 原 成 活生生 的 乌贼 ， 复 数 z 却 可 以 还 原 为 两 个 独立 的 物理 
量 x 与 y。 

如 下 图 、 时 间 轴 压缩 为 一 个 点 ， 我 们 再 把 它 拉 开 。 这 样 ， 绕 着 时 间 
轴 旋 转 的 圈 出 现 了 。 


打开 
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请 看 下 图 。x，y 平面 上 的 圆 ， 是 由 不 停 旋 转 的 圆圈 压缩 而 成 的 。 


所 谓 “ 压 缩 "， 就 是 导 和 人 了 复数 z。 

不 过 , 请 注意 , 上 图 和 一 般 的 三 维 空间 图 很 不 一 样 。 虽 然 也 是 x, y， 
t 构 成 的 三 维 空间 图 。 但 是 , 最 开始 的 两 条 曲线 不 见 了 。 曲线 去 哪儿 了 ? 
其 实 这 两 个 图 表示 的 东西 完全 一 样 。 换 个 角度 看 线圈 ， 就 能 看 见 两 条 曲 
线 。 
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全 虚数 不 是 幽灵 


用 过 一 次 复数 后 就 再 也 合 不 得 放手 ， 虚 数 用 起 来 就 是 这 么 方便 。 现 
在 我 们 试 着 推 想 一 下 这 个 了 不 起 的 工具 是 怎么 被 发 明 出 来 的 。 复数 的 发 
明 者 是 18 世纪 欧洲 的 大 数学 家 高 斯 。 

在 这 之 前 ， 先 回忆 一 下 教科 书 上 是 怎么 解释 虚数 和 复数 的 。 教 科 书 
上 这 样 写 着 : 


满足 一 元 二 次 方程 式 x'= 一 1 的 实数 实际 上 不 存在 。 于 是 我 们 用 i 来 表 | 
示 这 个 平方 后 为 一 1 的 数字 。 i 叫做 虚数 单位 。 实 数 a, b 和 虚数 单位 i 组 成 的 
数字 a+bi 叫做 复数 。a 叫做 复数 的 实 部 ，b 叫做 复数 的 虚 部 。 


这 个 解释 中 令 人 费解 的 是 ,为 什么 要 去 解 方程 2%= 一 1 呢 ? 一 般 来 说 ， 
这 个 方程 式 是 不 可 解 的 。 我 们 自然 而 然 地 就 会 认为 没有 必要 去 考虑 不 可 
解 的 方程 式 。 

但 是 ,教科 书 的 编写 者 们 完全 没有 意识 到 读者 会 有 这 样 天 真 的 疑问 ， 
他 们 完全 没有 想 过 读 教 科 书 的 高 中 生 会 怎么 想 。 他 们 按照 数学 家 的 思路 
去 思考 问题 ， 因 此 才能 若无其事 地 写 下 来 常人 看 来 异想天开 的 话 。 于 是 
数学 书 看 起 来 就 像 天 书 , 让 人 忍 不 住 要 对 他 们 大 吃 一 声 ;:“ 多 少 也 要 配合 
一 下 读者 吧 ! ” 

牢骚 先 发 到 这 里 。 思 考 常 人 看 起 来 无 解 的 问题 是 数学 的 宿命 。 

最 早 开始 认真 思考 方程 式 x= -1 的 , 是 17 世 纪 的 意大利 学 者 。 他们 
不 希望 存在 无 解 的 方程 式 。 于 是 , 创造 出 一 个 无 法 确认 是 否 存在 的 数字 ， 
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讨论 是 不 是 有 了 这 个 数字 ， 问 题 就 能 解决 。 他 们 创造 出 来 的 这 个 数 ， 就 
是 虚数 i。 

虚数 是 一 个 想象 出 来 的 数字 , 它 
个 数字 ,一 切 问题 就 能 迎刃而解 。 

听 了 这 些 ， 也 许 有 人 会 想 ， 数 学 原来 是 骗 人 的 啊 。 说 骗 人 可 能 有 点 
过 分 ， 但 是 像 这 种 随心 所 和 欲 的 创造 在 数学 中 确实 存在 。 不 过 ， 虽 说 是 随 
心 所 欲 ， 但 只 要 能 够 成 立 ， 数 学 就 承认 它 。 

人 们 常 说 “数学 是 理论 的 世界 "， 即使 是 天 马 行 空 的 奇想 , 只 要 能 自 
圆 其 说 ,数学 就 会 承认 。 

上 升 到 哲学 高 度 讨论 这 个 凭空 创造 出 来 的 虚数 i, 是 法 国 哲学 家 笛 卡 
儿 。 他 给 这 个 数 起 了 个 名 字 叫 Inaginary Number， 并 思考 这 个 数 的 存在 
性 。 我 们 使 用 的 “虚数 ”这 个 名 字 ， 就 是 从 这 里 翻译 过 来 的 。 

可 是 ， 译 成 “虚数 ”后 ， 很 多 人 就 因为 这 个 名 字 觉 得 虚数 是 “幽灵 
一 样 的 数 ”。 

看 到 “ 虚 ” 字 ， 现 代 人 就 会 想到 “ 撤 谎 "、“ 骗 人 ”等 ， 带 着 偏见 来 
理解 它 , 这 其 实 是 极 大 的 误解 。 只 有 排除 这 种 偏见 的 影响 ,不 带 主观 色 
彩 ， 虚 心 钻研 ， 才 能 了 解 虚数 是 什么 。 

想 理解 虚数 ， 就 不 能 认为 看 不 见 的 就 等 于 无 。 请 看 下 面 的 图 。 一 扇 
屏风 上 画 着 一 只 老虎 。 可 是 ， 从 屏风 正 上 方 垂直 或 是 从 侧面 看 ， 都 看 不 
见 老虎 。 

我 们 把 从 屏风 正 上 方 垂 直 看 和 从 侧面 看 到 的 面 叫做 “ 实 面 ", 从 屏风 
正 前 方 看 到 的 面 叫做 “ 虚 面 "。 


3 


虚数 就 如 同 屏风 上 的 老虎 。 从 现象 的 “ 虚 面 ”看 就 能 看 到 虚数 。 不 


能 认为 看 不 见 就 等 于 无 , 因为 你 没有 发 现 现象 的 “ 虚 面 ， 所 以 看 不 见 虚 
数 。 这 样 想 ， 就 能 发 现 虚数 。 虚 数 真是 奇妙 的 数 。 

不 好 意思 ， 讨 论 到 这 里 变 得 有 点 像 参禅 悟道 了 。 现 在 ， 如 果 你 能 联 
想到 刚才 有 线圈 的 图 ， 那 你 真是 感觉 敏锐 。 我 们 比较 一 下 屏风 的 图 和 线 
图 的 图 。 
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请 大 家 注意 ， 这 两 个 图 中 的 视角 是 一 样 的 。 线 圈 的 图 中 ， 从 正 上 方 
垂直 看 和 从 侧面 看 , 只 看 到 两 条 曲线 , 这 对 我 们 理解 现象 没有 任何 帮助 ， 
因为 只 看 到 了 现象 的 “ 实 面 "。 

前 面 已 经 说 过 ， 看 不 见 不 等 于 无 。 现 象 既 有 “ 实 面 "， 也 有 “ 虚 面 "。 
两 个 面 都 看 ， 才 能 有 意外 的 发 现 。 正 是 因为 看 了 虚 面 ， 才 能 发 现 圆 。 改 
变 视角 , 寻找 现象 的 “ 虚 面 ", 从 线圈 的 正 前 方 看 , 才能 发 现 它 新 的 一 面 。 

这 里 还 想 补 充 的 一 点 是 ,“ 虚 面 ”是 由 虚数 i 支 配 的 面 。 因 为 导 人 了 
复数 , 才能 看 到 这 个 面 。 由 此 可 以 看 出 , 复数 z 和 虚数 i 之 间 似 乎 有 什么 
关联 。 后 面 我 们 再 具体 论述 。 

Imaginary Number 直译 是 “想象 的 数 "。 有 人 也 许 会 质疑 :“ 为 什么 
不 干脆 译 成 想 数 呢 ?” 说 这 种 话说 明 你 没有 真正 理解 译名 的 含义 。 

明治 时 代 的 人 译 为 “虚数 ”, 是 因为 他 们 头脑 里 浮现 出 的 是 刚才 的 屏 
风 图 中 的 画面 。 
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他 们 认为 Imaginary Number 是 一 般 情 况 下 看 不 见 的 数字 , 因此 译 为 
“虚数 "。 他 们 领悟 了 这 个 概念 的 本 质 ， 那 就 是 : 要 有 虚心 的 态度 ， 从 各 
个 方面 思考 ， 才 能 看 到 虚数 。 不 理解 先 人 虚心 求知 的 精神 ， 武 断 地 认为 
“虚数 这 个 名 字 取 得 不 好 ”的 现代 人 ， 应 该 好 好 反省 一 下 。 


EEER3D 


其 实 我 一 开始 也 对 这 个 名 字 有 意见 ! 


虚数 就 是 这 样 出 现 的 。 我 们 先 讲 到 这 里 ， 下 面 来 看 复数 。 在 教科 书 
上 , 虚数 出 现 以 后 , 复数 紧 跟着 就 出 现 了 ,给 人 造成 了 一 种 错觉 。 其 实 ， 
从 虚数 并 不 能 自动 导出 复数 的 概念 。 

从 历史 上 来 看 ， 从 虚数 的 产生 到 复数 出 现 ， 中 间隔 了 200 多 年 。 在 
那 200 年 间 , 虚数 i 虽 然 也 可 以 使 用 ,但 不 登 大 雅之 堂 。 有 很 多 数学 家 称 
虚数 为 “不 可 能 的 数 "、“ 诡 辩 量 ”， 对 它 的 存在 桂 有 异议 。 因 此 ,很 多 数 
学 家 都 避免 使 用 虚数 。 

那么 ,复数 这 个 概念 是 怎样 产生 的 呢 ? 它 的 产生 是 个 意外 ,与 虚数 
完全 没有 关系 。 虚数 和 复数 出 身 不 同 。 下 面 来 看 看 它们 是 哪里 不 同 。 欢 
迎 进入 本 章 的 正题 ， 我 们 来 探讨 一 下 高 斯 的 脑子 里 是 怎么 想 的 。 


@ 席 探 高 斯 脑子 里 的 想法 


复数 的 产生 完全 是 意外 。 高 斯 研究 的 是 比 他 早 100 多 年 的 数学 家 费 
马 提出 的 平方 数 的 问题 : 形 如 4n + 1 的 质数 能 够 唯一 地 表示 为 两 个 平方 
数 之 和 。 

高 斯 当时 正 准备 出 版 《算术 研究 》 这 本 书 , 建立 自己 的 数论 体系 , 却 
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在 无 意 中 发 掘 到 了 复数 这 个 大 宝藏 。 
一 般 用 p 代表 “4n+l"，a8、b? 表示 两 个 平方 数 。 那 就 是 


P= a2+b: 


高 斯 当时 思考 的 是 关于 整数 的 问题 。 刚 开始 研究 这 个 定理 的 时 候 ， 完 全 
没有 复数 这 个 概念 。 
可 是 ， 仔 细 看 这 个 公式 ， 高 斯 发 现 可 以 改写 成 下 面 这 样 : 


P=(a+bi)(a-bi) (不 过 Y=-1) 


他 灵机 一 动 ， 用 上 了 200 年 来 数学 家 们 避 之 唯恐 不 及 的 虚数 。 

下 面 就 难 办 了 。 高 斯 使 用 的 是 因 式 分 解 ， 这 样 一 来 质数 p 就 不 是 质 
数 了 。 

为 什么 呢 ? 因为 质数 只 有 1 和 它 自身 两 个 因数 。 高 斯 这 样 写 以 后 ， 
a+bi 和 a-bi 都 成 为 质数 p 的 因数 了 。 高 斯 使 用 了 以 前 被 视 为 禁忌 的 虚数 
i， 因 此 意外 地 发 现 了 数 的 概念 的 破绽 。 


我 们 来 看 看 费 马 的 平方 数 问题 。 为 了 方便 解释 , 我 们 选 能 用 4n+1 表 示 
的 最 小 的 质数 ， 即 n=3 时 ， 这 个 质数 就 是 13。 

13 = 4+9 = 22+32 

果然 分 解 成 了 两 个 平方 的 和 。 费 马 说 :;“ 可 以 肯定 只 有 一 对 符合 条 件 的 
平方 数 。 但 是 否 “ 唯 一 " ， 连 我 也 不 知道 。 
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对 这 个 破绽 不 能 置之不理 。 要 改变 流传 至 今 的 数 的 概念 ， 就 要 弥 订 上 一 
这 个 破绽 。 

于 是 高 斯 提出 , 应 该 把 atbi 和 a-bi 也 看 成 是 实在 的 数 。 他 认为 这 个 一 
新 数 z 是 由 a 和 b 两 个 数字 决定 的 , 所 以 取 了 个 名 字 叫 Complex Number 一 

我 们 所 知道 的 数字 一 般 可 以 确定 为 数 轴 上 的 一 点 。 数 字 在 我 们 的 年 = 
活 中 太 常 见 了 ， 以 至 于 我 们 没有 意识 到 这 意味 着 什么 其实 这 一 性 质 又 于- 
数字 来 说 至 关 重要 。 每 个 数字 都 在 数 轴 上 有 一 个 对 应 的 点 。 

可 是 ， 高 斯 提出 的 atbi、a-bi 在 数 轴 上 就 没有 对 应 的 点 ， 真 是 男 头 = 
的 数 。 

比如 说 ，a=1，b=3 时 ， 这 个 数 就 是 1+3i。 这 个 数 在 数 轴 上 怎么 表 万 = 
呢 ? 很 明显 在 数 轴 上 找 不 出 一 点 可 以 表示 它 。 一 定 要 在 数 轴 上 表示 这 个 ~ 
数 ， 那 就 只 好 把 a 记 做 〇 ，b 记 做 x。 


-一 一 今 -二 —K——> 


0 1 2 3 


但 是 ， 用 两 点 来 表示 一 个 数 实在 很 奇怪 。 于 是 ， 高 斯 开始 思索 。 我 
们 经 常 说 “转变 思路 ”"， 高 斯 所 做 的 可 以 说 是 “转变 理解 ”。 

他 是 这 样 想 的 : 

“新 的 数 z=a+bi， 是 由 两 个 实数 a、b 决定 的 。 由 两 个 数字 的 组 合 决 


定 一 个 量 ， 这 一 点 跟 笛 卡 儿 的 坐标 平面 倒是 相通 的 。 
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x，y 坐标 由 两 个 实数 a 和 b 决定 


we 


oT 
----------- 力 


既然 如 此 , 高 斯 就 开始 尝试 借用 笛 卡 儿 的 坐标 平面 。 他 想 :“ 笛 卡 儿 
用 坐标 (a，b) 来 表示 坐标 平面 上 的 各 点 ， 既 然 z 也 是 由 a 和 b 决 定 的 ， 
那 也 可 以 用 平面 来 表示 。” 于 是 , 笛 卡 儿 的 坐标 平面 在 高 斯 眼 里 就 变 成 了 
这 样 。 


第 卡 儿 的 坐标 平面 
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经 过 小 小 的 改动 , 笛 卡 儿 的 坐标 平面 中 的 x 轴 、y 轴 的 意义 变 了 。 也 
就 是 说 ， 变 成 了 : 


x 轴 一 表示 atb 中 a 的 轴 一 实 轴 
y 轴 一 表示 atb 中 b 的 轴 一 虚 轴 


高 斯 的 灵活 理解 真 今 人 惊叹 不 已 。 为 了 表示 复数 ， 他 赋予 了 笛 卡 儿 
坐标 平面 全 新 的 含义 。 为 了 表示 对 高 斯 的 敬意 ， 我 们 现在 把 这 个 全 新 的 
平面 叫做 “高 斯 平面 "。 对 此 后 复数 的 发 展 来 说 , 高 斯 这 个 “理解 的 转变 ” 
可 以 说 是 惊天 动 地 的 一 大 变革 。 

从 历史 上 看 ， 高 斯 创造 复数 时 ， 虚 数 还 未 获得 承认 。 不 久之 后 ， 复 
函数 的 概念 得 到 完善 , 其 用 处 获得 广泛 承认 , 就 没有 人 再 去 责怪 虚数 “ 骗 
人 ”了 。 因 为 被 证 明 非 常 有 用 的 复数 ， 正 是 建立 在 “ 骗 人 ”的 虚数 的 基 
础 之 上 的 。 

因此 ， 考 虑 到 实用 性 ， 即 使 虚数 是 “ 骗 人 ”的 ， 但 因为 它 有 用 ， 最 
终 也 获得 了 大 家 的 承认 。 虚 数 获 得 承认 , 正 是 基于 这 种 实用 主义 的 判断 。 


80 


5…… 日 常生 活 中 隐藏 着 本 质 


微分 ， 积分 


有 些 人 赚 得 多 花 得 也 多 ,有些 人 赚 得 少 花 得 也 少 。 哪 
种 人 会 成 为 富 丛 呢 ? 当然 是 后 者 。 俗 话说 “ 锚 铁 必 较 ”， 要 
成 为 富 答 ,最 好 的 办 法 就 是 精打细算 。 这 是 古今 中 外 放 之 
四 海 蕴 准 的 真理 。 也 就 是 说 ， 积 少 总 会 成 多 。 这 就 是 微分 
与 积分 的 本 质 。 


人 @ 运 用 生活 感觉 


首先 ， 我们 从 微分 和 积分 是 什么 说 起 。 

如 果 问 一 下 声称 “不 懂 数 学 ”的 人 ， 到 底 不 懂 数 学 的 什么 , 很 多 人 
会 回答 “不 懂 数 学 用 语 ”。 他 们 举 出 微分 、 积 分 做 例子 , 说 简直 就 像 是 外 
星人 的 语言 。 

我 觉得 这 种 感受 很 正常 ， 很 合乎 情理 。 因 为 数学 的 世界 和 日 常生 活 
的 现实 世界 本 来 就 是 两 个 世界 。 

数学 证 明 题 中 常 出 现 的 逻辑 严密 的 “因为 "、“ 所 以 "以 及 日 常生 活 
中 很 少 听 到 的 “微分 ”与 “积分 "这些 专业 用 语 构 成 了 数学 的 世界 。 一 
般 人 不 可 能 轻易 理解 数学 世界 。 从 一 开始 就 能 理解 数学 世界 的 人 都 是 天 
才 。 

那么 ， 为 什么 会 不 懂 数 学 用 语 呢 ? 

数学 用 语 其 实 是 给 某 个 概念 贴 上 的 标签 ， 贴 上 标签 以 后 ， 我 们 才能 
理解 概念 。 所 以 ,“ 不 理解 数学 用 语 "， 其 实 就 是 因为 数学 世界 的 概念 离 
现实 生活 太 远 ， 没 办 法 给 它 贴 对 应 的 标签 。 

微分 、 积分 等 用 语 , 是 发 明 这 些 概念 的 数学 家 给 概念 贴 上 的 标签 。 对 
数学 家 来 说 ， 发 明了 这 些 概念 ， 就 要 分 别 给 它们 贴 上 合适 的 标签 ， 就 是 
这 么 简单 的 一 回 事 。 

但 是 ， 对 于 我 们 这 些 生活 在 现实 世界 里 的 人 来 说 , 这 简直 就 是 发 生 
在 另 一 个 世界 的 事 。 

为 什么 要 去 理解 跟 自己 完全 没有 关系 的 另 一 个 世界 里 发 生 的 事 呢 ? 
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微分 数学 世界 


现实 世界 数学 家 贴 
的 标签 
积分 


“不 懂 数 学 "、“ 不 懂 微 积分 "， 就 是 出 于 这 种 对 数学 世界 的 抗拒 心理 。 

那 怎么 办 呢 ? 对 我 们 这 些 生活 在 现实 世界 的 普通 人 来 说 ， 微 分 与 积 
分 真 的 是 一 辈子 都 用 不 着 的 东西 吗 ? 

当然 不 是 。 我 们 不 能 把 微分 和 积分 放 到 数学 世界 里 去 理解 ， 而 要 把 
它们 与 日 常生 活 联 系 起 来 ， 以 此 为 契机 来 理解 。 

虽说 数学 的 世界 是 另 一 个 世界 ,但 是 ， 运 用 日 常生 活 的 感觉 , 可 以 
十 分 有 效 地 理解 微分 与 积分 。 
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| 微分 数学 世界 


积分 
引进 现实 世界 [ 


与 数学 概念 对 应 
的 日 常事 物 


比如 ， 把 微分 与 积分 和 结算 账目 结合 起 来 考虑 。 
工学 院 大 学 三 年 级 的 学 生猪 冢 ,每 月 靠 父母 寄 来 的 生活 费 和 当家 庭 
教师 的 工资 生活 。 猪 冢 与 别人 合租 房子 ， 这 个 月 轮 到 他 交房 租 ， 花 了 很 
多 钱 ， 手 里 只 剩 下 5000 日 元 。 

距 月 底 父 母 寄 来 生活 费 和 领 到 工资 还 有 2 周 。5000 日 元 能 撑 到 月 底 
吗 ? 这 是 猪 冢 最 关心 的 问题 。 

猪 冢 最 关心 的 是 以 下 两 点 。 

1. 需要 支出 多 少 钱 ? 

2. 钱包 里 还 有 多 少 钱 ? 


84 


存 了 多 少 钱 = 积分 4 ) 


“ 收 支 多 少 ” 是 微分 “ 存 了 多 少 钱 ” 是 积分 。 

也 就 是 说 ， 随 时 间 变 化 的 某 一 事物 ， 观 察 它 变化 了 多 少 是 微分 ， 一 
共有 多 少 是 积分 。 

乍 看 上 去 毫 无 关联 的 日 常生 活 中 ， 隐 藏 着 微分 与 积分 的 本 质 。 


侠 将 微分 一 分 为 二 


理解 了 概念 的 本 质 ， 就 可 以 放心 地 进入 数学 世界 了 。 

比如 说 ,微分 和 微 商 这 两 个 用 语 。 不 懂 数 学 的 人 可 能 会 认为 两 者 是 
同一 个 概念 ,或 者 认为 两 者 是 完全 不 同 的 两 个 概念 。 这 两 个 概念 必须 明 
确 区 分 ， 但 因为 它们 都 跟 微 分 有 关 ， 大 家 的 理解 就 千奇百怪 。 数 学 家 的 
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世界 里 区 分 明确 的 概念 ， 在 远离 数学 、 生 活 在 现实 世界 的 人 们 看 来 ， 好 
像 都 是 一 回 事 。 这 就 是 一 个 典型 例子 。 这 和 东京 人 认为 广岛 和 冈 山 离 得 
很 近 是 一 个 道理 (实际 上 广岛 和 冈 山 相距 150 千 米 以 上 ) 。 

首先 ， 我 们 要 正确 理解 微分 和 微 商 的 意义 。 

下 面 有 一 条 曲线 , 这 条 曲线 代表 y=f (x) 这 个 函数 的 一 个 完整 周期 。 


【和 玫 学 1 六 
所 谓 函 数 ， 是 指 某 一 变量 x 变 化 时 ， 变 量 y 也 随 之 变化 , x 和 y 之 间 的 
这 种 对 应 关系 记 做 y=f(x) 。f(x) 是 function of x 的 意思 ， 取 其 首 字母 记 做 
ftx) 。 不 过 ,函数 y=f(x) 不 只 是 表示 单个 数字 x 与 y 的 对 应 ， 而 是 表示 连续 
的 对 应 关系 , 它 表 示 一 条 曲线 。 教 科 书 上 只 指出 了 函数 是 表示 x 和 y 的 对 应 
关系 ,我 们 还 必须 充分 重视 这 种 连续 性 。 
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微分 研究 从 曲线 y=f (x) 上 切割 出 的 一 部 分 曲线 ， 微 分 就 是 曲线 的 
一 部 分 。 从 “微分 ”这 两 个 汉字 就 可 以 看 出 : 微 = 小 ,分 = 部 分 。 


y y=f(x) 


那么 ,究竟 是 怎么 研究 “曲线 的 一 部 分 ” 呢 ?” 前 面 讲 到 过 ,函数 
y=f (x) 表示 的 是 : 


1. 变量 x 和 变量 y 的 对 应 关系 。 
2. 一 条 曲线 。 


也 就 是 说 ， 曲 线 的 一 个 完整 周期 可 以 表示 x 和 yy 的 关系 。 

这 对 “曲线 的 一 部 分 ”也 就 是 微分 来 说 , 同样 适用 。 所 以 , 所 谓 “ 研 
究 曲 线 的 一 部 分 ”， 就 是 将 微分 分 为 构成 它 的 两 个 成 分 一 一 x 成 分 dx，y 
成 分 dy。 
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将 微分 一 分 为 二 


像 这 样 ， 把 微分 分 为 构成 它 的 x 成 分 dx 和 y 成 分 dy, 探讨 两 者 之 间 
的 关系 ， 就 产生 了 新 的 数 一 微 商业 。 使 用 微 商 时 ，dy 和 dx 表示 为 


-(dy 
dy ( i ) dx 
1 1 
微分 的 y 成 分 微 商 微分 的 x 成 分 


可 以 看 出 ， 微 商 并 是 微分 的 y 成 分 dy 与 x 成 分 dx 的 比 ; 

可 是 ， 在 教科 书 上 ， 将 微 商 解释 为 “ 微 商 他 是 y=f (x) 的 切线 的 
倾斜 度 ”, 这 就 令 人 大 三 不 解 了 。 为 什么 忽然 出 现 了 “切线 ” 呢 ? 我 们 并 
没有 画 过 切线 啊 。 

这 时 候 教科 书 至 少 应 该 解释 一 下 :“ 我 们 换 话题 了 。” 一 句 交待 都 没 
有 ,忽然 冒 出 一 个 新 东西 ， 好 像 一 切 都 理所当然 ， 这 就 是 数学 家 的 做 慢 
之 娃 % 
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ER 


大 多 数 人 不 假 思 素 就 接受 了 这 个 解释 , 认为 “ 微 商 就 是 倾斜 度 。 确 实 ， 
从 数学 角度 来 看 , 这 种 说 法 是 正确 的 。 但 是 , 仅仅 这 样 解释 , 我 们 还 是 不 明 
白 为 什么 怨 叫 做 微 商 。 


要 理解 业 ， 必 须 理解 “ 商 ” 的 信义 。 由 是 与 微分 的 x 成 分 dx 相关 
的 数 , 所 以 才 叫 做 微 商 。 说 得 清楚 一 点 ,并 各 是 机 分 x 滋 以 菜 个 数 得 出 
dy。 

反 过 来 说 ， 就 是 给 出 微分 tx、dy， 就 构成 微 商业 。 

但 是 ， 看 看 下 图 就 知道 ， 即 使 是 长 度 相同 的 一 段 则 线 ， 在 函数 曲线 
上 的 位 置 也 不 同 , 全 的 值 也 各 不 相同 。 也 就 是 说 ,号 的 值 随 着 x 值 的 变 
化 而 变化 。 

因此 ,与 y 是 关于 x 的 函数 一 样 ， 并 也 是 关于 x 的 函数 。 


¥ 


89 


这 样 , 把 型 看 做 是 关于 x 的 函数 时 ， 虹 就 叫做 y=f(x) 的 导数 。 是 
“由 函数 y=f (x) 导出 的 新 的 函数 ”的 意思 。 为 了 与 微 商业 区 分 开 ,有 
时 我 们 特意 把 它 记 做 y'。 


便 积 少 成 多 

微分 和 积分 总 是 形影不离 。 微 分 一 出 现 ， 积 分 就 像 个 跟踪 狂 ， 一 定 
跟 在 后 面 。 所 以 ， 讨 论 过 微分 后 ， 我 们 再 看 看 积分 。 

跟前 面 探 讨 微分 一 样 ， 我 们 先 搞 清 楚 积分 是 什么 意思 。 

所 谓 积分 ， 就 是 指 把 微小 的 部 分 聚集 起 来 ， 因 此 也 叫 积 微分 。 积 微 
分 这 个 名 字 可 能 更 加 准确 ， 因 为 积分 的 “ 积 ”表示 “聚集 ”这 一 动作 。 

教科 书 上 经 常 说 “ 求 下 面 的 积分 ”, 这 里 的 “积分 ”是 指 聚 集 之 后 的 
结果 。 这 是 一 种 误 用 ， 把 聚集 的 动作 和 结果 混为一谈 ， 偏 离 了 词语 原来 
的 意思 ， 就 会 弄 不 清楚 “积分 ”到 底 是 什么 意思 。 这 一 点 必须 注意 。 
下 面 我 们 来 思考 一 下 积分 这 个 概念 。 

教科 书 解释 “积分 是 什么 ”时 ， 常 会 用 下 面 的 图 表示 ， 说 “积分 是 
线 下 方 的 面积 ”。 


数学 1- 才 *3 
刚才 探讨 的 概念 之 间 的 区 别 都 很 细微 , 希望 大 家 注意 这 些 细微 的 差别 。 
准确 地 理解 语言 , 意味 着 正确 理解 数学 概念 。 忽视 语言 的 差别 , 混在 一 起 乱 
用 , 就 无 法 正确 理解 数学 概念 。 不 解决 这 个 问题 , 就 更 加 无 法 正确 理解 以 后 
要 学 到 的 概念 (如 大 学 数学 会 出 现 的 偏 微分 等 ) 。 


即使 不 考虑 词语 的 误 用 ， 这 个 解释 也 不 能 算 正确 。 积 分 本 来 是 “ 聚 
集 微小 的 部 分 ”这 一 动作 。 从 它 的 本 意 出 发 ， 如 下 图 所 示 ， 把 函数 曲线 
上 的 各 小 段 曲线 合 在 一 起 才 是 积分 。 


或 者 ， 我 们 把 每 一 小 段 曲 线 看 做 一 个 向 量 ， 把 它们 合 在 一 起 ， 也 叫 
做 积分 。 


皮 一 


向 量 加 在 一 起 
1 


那么 ， 为 什么 数学 上 要 把 “ 求 曲线 下 方 的 面积 ”叫做 积分 呢 ? 这 并 
没有 什么 特别 的 原因 ， 只 是 因为 数学 家 们 给 “ 求 曲 线 下 方 的 面积 ” 贴 上 
了 一 个 标签 ， 就 叫 它 积分 。 

教科 书 错 就 错 在 突然 提出 了 “积分 = 曲线 下 方 的 面积 ”, 生硬 地 向 学 
生 灌 输 这 个 概念 。 因 为 编者 们 认为 从 积分 的 本 意 出 发 去 思考 的 话 ， 学 生 
会 想 得 太 多 ， 反 而 产生 迷惑 。 但 是 ， 如 果 没 有 这 种 思考 ， 就 不 能 真正 理 
解 积 分 。 


数学 7: 必 * 少 


有 些 书 上 经 常 写 着 “提炼 要 点 ”之 类 的 话 。 对 这 样 的 书 要 保持 警惕 , 因 
为 光 抓 住 要 点 不 可 能 做 到 真正 的 理解 。 人 不 能 光 靠 输液 和 吃 营 养 剂 生存 ,也 
不 能 光 靠 要 点 理解 事物 。 要 吸取 多 方面 的 知识 ,才能 实 实在 在 地 做 到 理解 。 
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全 直观 地 理解 微分 


刚才 说 过 ， 微 分 是 切取 函数 曲线 上 的 一 小 段 曲 线 。 不 过 ， 它 脱离 整 
体 后 就 没有 什么 意义 。 把 微分 分 解 成 x 成 分 dx 和 y 成 分 dy， 并 把 微分 看 
做 是 dx 和 dy 的 组 合 ， 它 才 具 有 意义 。 

dx 和 dy 的 组 合 有 很 多 : 


dy 


dx+dy dxxdy (dx):+(dy): 


我 们 来 看 看 其 中 的 全 。 按照 教科 书 上 的 一 般 说 法 , 所 谓 微分 法 就 是 
求 微 商 。 
我 们 来 用 微分 法 处 理 函数 y=sinx。 按 下 面 @ ~ @ 的 顺序 来 做 。 


Q@ 画 出 y=sinx 的 曲线 图 。 将 x 轴 等 分 为 n 个 dx 区间 ,分割 出 一 段 段 
曲线 。 


dx= 某 固定 值 


93 


@ 把 切取 的 一 段 曲线 (微分 ) 分 解 成 x 成 分 dx 和 y 成 分 dy。x 轴 是 
等 分 的 ，dx 为 固定 值 。 


y 个 


@ 从 上 图 中 只 取 dy 的 值 ， 排 列 在 x 轴 上 。dx 为 固定 值 ， 我 们 假设 
它 为 1。 微 商 与 ty 成 正比 。 


@ 把 表示 dy 的 值 的 箭头 用 线 连 接 起 来 , 就 出 现 了 y=cosx 的 图 像 (y 
的 值 并 不 准确 , 我 们 只 看 大 概 的 形状 ) 。 也 就 是 说 ， 微 分 y=sinx, 就 得 到 


y=cosx。 


y’=COsx 


全 无 法 “ 返 祖 ” 

微分 与 积分 中 ， 最 难 理解 的 是 原 函 数 。 打 开 手 边 的 教科 书 ， 在 微分 
和 积分 之 间 ， 有 这 人 么 一 段 话 。 

请 大 家 回想 一 下 ， 这 段 话 是 这 么 说 的 。 


微分 某 函 数 f(x)， 就 得 到 导数 f” (0)。 同 样 ， 给 出 已 知 函 数 f(x) ,微分 ， 
后 得 到 它 的 那个 函数 是 什么 呢 ? 这 个 函数 记 做 F (x)\ 叫 做 F(x) 的 原 函数 。 
F (x) 微分 以 后 得 到 f(x)， 即 : F' (x) =f (x) 


对 于 以 上 的 说 明 , 读 一 遍 就 能 懂 的 人 都 很 了 不 起 。 一 般 人 都 不 知道 
它 在 说 什么 。 

为 什么 这 么 难 懂 呢 ? 分 析 一 下 ， 原 因 可 能 是 这 样 的 。 

请 看 下 图 。 
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求 导数 的 方向 


F(x) flx) | S| lx) 


要 求 的 思考 到 现在 为 止 的” 
方向 思考 方向 


忽然 提出 “ 原 函 数 F(x)”, 一 下 子 打 断 了 现在 的 思路 ( 求 导数 ), 变 
成 求 另 一 个 问题 ( 求 未 知 函数 ) 了 。 而 且 是 被 突如其来 的 话 打 断 的 。 学 
生 不 能 理解 为 什么 要 这 样 ， 所 以 读 不 懂 这 段 话 ， 跟 不 上 这 种 突然 的 思路 
转变 。 

教科 书 的 编写 者 还 以 为 他 们 循循善诱 ， 加 上 这 段 说 明 可 以 为 学 习 积 
分 打 好 基础 。 效 果 正 好 相反 ,学生 疑 窦 欠 生 ， 觉 得 不 明 不 白 就 硬 塞 给 他 
们 一 个 概念 。 因此， 他 们 就 不 愿意 再 学 下 去 。 这 种 教 法 只 会 让 学 生 对 数 
学 更 厌恶 。 但 教科 书 的 编写 者 们 完全 没有 意识 到 这 一 点 ， 真 迟钝 啊 。 

这 个 说 明 也 很 儿 独 ， 因 为 它 先 说 出 了 结果 。f(x) 的 祖先 一 一 原 函数 
F(x) 在 后 面 讲 积分 的 时 候 会 出 现 。 教科 书 的 编写 者 知道 “ 求 原 函 数 就 是 


CEE» 
达尔 文 说 , 人 是 由 猿 进化 而 来 的 。 听 了 这 句 话 , 人 们 就 会 想 , 人 和 猿 确 
实 有 很 多 共同 点 , 这 才 是 正常 的 思路 。 原 函数 其 实 可 以 简单 地 解释 为 “微分 
后 得 到 f(x) 的 函数 ”， 但 是 教科 书 的 编写 者 偏 要 反 着 来 ,“ 寻 找 进化 为 人 的 
生物 "， 怎 么 找 得 到 呢 ? 
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求 积分 "。 他 们 为 了 后 面 讲解 积分 时 方便 , 先 在 这 里 埋 下 了 伏笔 。 他 们 的 
意图 再 明显 不 过 了 。 

对 学 生来 说 ， 这 个 说 明 根本 就 是 多 余 的 。 

这 个 说 明 这 么 难 懂 , 放 在 这 里 根本 是 画蛇添足 。 即使 有 些 人 能 看 懂 ， 
也 没有 必要 强迫 大 家 都 去 理解 。 教科 书 的 编写 者 没有 意识 到 他 们 中 数学 
的 毒 有 多 深 。 这 样 只 能 满足 教科 书 编写 者 自己 的 虚荣 心 ， 成 为 能 看 懂 的 
人 炫耀 的 资本 。 我 认为 ， 凡 是 这 样 的 说 明 都 应 该 干脆 置之不理 。 


侠 描 绘 微分 和 积分 的 关系 


教科 书 上 通常 按 微分 一 积分 的 顺序 来 介绍 微分 与 积分 ， 在 这 里 ,我 
们 反 过 来 ， 按 积分 一 微分 的 顺序 来 看 。 这 样 更 有 真实 感 ， 理 解 起 来 也 更 
容易 。 

为 什么 按 积分 一 微分 的 顺序 比较 容易 理解 呢 ? 回想 一 下 本 章 开头 猪 
家 的 例子 就 知道 了 。 要 靠 5000 日 元 撑 过 2 周 的 猪 冢 最 关心 的 是 “钱包 里 
还 剩 多 少 钱 "， 而 不 是 “支出 了 多 少 "。 

也 就 是 说 ， 我 们 在 生活 中 ， 最 先 注意 到 的 是 积分 ， 而 不 是 微分 。 因 
此 , 我 认为 按 积分 一 微分 的 顺序 来 学 习 微 分 与 积分 ， 更 符合 人 们 的 思维 
习惯 ， 更 好 理解 。 

微分 与 积分 中 重要 的 一 点 ， 是 微分 与 积分 互 为 道 运算 。 用 一 个 图 式 
来 表示 两 者 之 间 的 逆 运算 关系 ， 就 是 下 图 。 教 科 书 上 也 经 常 出 现 。 


f(x) f(x) 

d 

(积分 ) Ja T Ci 分 ) 生 
F(x) F(x) 
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ED20 
现在 ， 有 现象 A 和 日， 两 者 的 关系 如 下 。 


@ ® 
(作用 D 一 外 T 一 (作用 2) 
@ ® 


也 就 是 说 , 对 A 施加 “作用 1” 变 成 B, 对 B 施 加 “作用 2” 变 成 A。 数 
学 中 称 “ 作 用 1” 为“ 运算",“ 作 用 2” 为 “ 逆 运 算 "。 这 时 “作用 1” 和 “ 作 
用 2” 互 为 逆 运 算 。 如 ， 乘法 和 除法 互 为 逆 运 算 。 


2 2 
(运算 )x3 上 1 二 3 ( 逆 运 算 ) 
6 6 


f(x) 积 分 后 得 到 F(x)， F(x) 微分 后 得 到 f(x)。 但 是 ， 光 用 符号 表 
示 ， 无 法 对 逆 运算 产生 直观 感觉 。 那 我 们 就 画 出 它们 的 逆 运 算 关 系 。 
下 面 请 大 家 边 读 下 文 边 对 照 第 100 页 和 101 页 的 图 。 


@ 求 曲线 下 方 的 面积 。 
=f (x) 曲线 下 方 的 竖 线 (横向 移动 的 竖 线 ), 沿 x 轴 从 左 向 右 移 动 。 
ER 


这 种 逆 运 算 关 系 叫做 “微分 与 积分 基本 定理 ”， 是 连接 微分 和 积分 的 基 
本 概念 。 教科 书 让 人 不 满意 的 是 , 有 那么 多 关于 三 角 函 数 的 定理 、 公式 , 却 
没有 这 个 最 基础 的 定理 。 有 很 多 读者 都 是 第 一 次 听 说 这 个 定理 吧 。 
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求 从 原点 到 竖 线 的 曲线 下 方 的 面积 。 面 积 F (x) 随 着 竖 线 向 右 移动 而 变 
大 。 比 较 面积 F(x) 的 增长 方式 和 坚 线 的 移动 ， 得 出 下 表 。 


竖 线 的 移动 原点 oa | ab be cd | 
Fo 快速 增 大 | 缓慢 增 大 | 快速 增 大 | 剧 增 | 


Q@ 用 图 来 表示 面积 值 。 

在 图 @ 的 基础 上 , 把 面积 F (x) 的 值 画 成 图 。 这样 就 得 到 关于 面积 
的 函数 y=F (x) 的 图 。 

@ 求 表示 面积 的 曲线 的 导数 。 

求 图 @ 中 表示 面积 的 函数 y=F(x) 曲线 上 各 点 的 导数 。 

@ 用 图 来 表示 导数 。 

将 图 @ 中 求 得 的 导数 的 值 用 图 @ 来 表示 。 


接 下 来 ， 仔 细 观 察 图 @。 它 跟 图 @ 完 全 相同 。 也 就 是 说 ， 取 图 四 中 
关于 面积 的 函数 y=F (x) 上 各 点 的 导数 ， 得 到 的 函数 和 图 @ 中 的 y=f(x) 
相同 。 换 名 话说， 积分 F (x) 进行 微分 后 ， 得 到 原 函数 f(x)。 


db 用 图 表示 F (x) 的 值 


@ Eg d y=F(x) 


y=f(x) 


还 原 成 原 函数 
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发 现 微分 和 积分 互 为 逆 运 算 的 ， 是 17 世纪 的 科学 家 牛顿 和 莱 布 尼 
茨 。 自 古 希 腊 的 阿 基 米 德 以 来 ， 历 代 科学 家 ， 如 伽利略 、 开 普 勒 等 一 直 
都 在 探索 怎样 “记录 运动 的 微小 部 分 (切线 问题 )”。 他 们 为 了 找 出 答案 ， 
发 明了 人 类 解释 自然 现象 的 有 力 工具 一 一 微分 法 、 积 分 法 。 此 后 ,物理 
学 靠 微 分 法 、 积 分 法 取得 了 飞跃 性 的 进步 。 现 代数 理学 科 、 工 程 学 科 以 
及 经 济 学 ， 离 开 了 微分 法 与 积分 法 就 不 能 成 立 。 微 分 和 积分 的 重要 性 可 
见 一 斑 。 


【数学 1 

最 先 发 明 微 积分 的 是 牛顿 还 是 莱 布 尼 茨 这 一 争论 隔 着 多 佛 尔 海峡 , 升 
级 为 一 场 诽谤 中 伤 大 战 ,成 为 欧洲 社会 的 一 件 大 事 。 实 际 上 牛顿 和 莱 布 尼 菊 
是 分 别 发 现 这 一 定理 的 ,但 当时 的 人 却 不 这 么 认为 ,在 发 现 新 知识 和 新 技术 
时 ， 常 常会 出 现 这 种 争论 ， 现 代 也 常 有 这 样 的 事 。 

在 技术 界 , 这 种 争论 常常 以 侵犯 专利 权 的 诉讼 表现 出 来 。 不过， 在 这 种 
论战 中 ,很 难 分 清 谁 是 新 事物 的 发 明 者 或 真理 的 发 现 者 ,因为 身 处 同一 时 代 
的 人 ， 常 会 思考 同样 的 事情 ， 有 时 会 出 现 同 时 有 多 个 人 申请 同一 发 明 的 专 
利 ， 牛 顿 和 莱 布 尼 茨 的 争论 就 是 证 明 。 
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6…… 通 过 部 分 看 整体 


微分 方程 


人 们 常常 因为 好 奇 心 驱使 ， 从 墙 颖 窥视 屋 里 的 世界 。 
从 前 ， 从 围墙 的 缝隙 窥视 进去 ， 可 以 看 到 女人 洗澡 的 禁 艳 
画面 。 对 于 偷窥， 天 下 的 男人 都 存在 幻想 吧 。 微 分 方程 式 
就 是 “ 偷 罕 ”。 现在 已 经 没有 人 在 户外 洗 党 了 ,所 以 再 也 没 
有 透 过 墙 颖 偷窥 女人 洗澡 的 事 了 , 但 偷 宽 却 以 其 他 的 形式 
存在 着 。 看 看 施工 现场 的 围墙 。 近 来 ， 施 工 现场 的 铁 板 转 
墙 上 开 着 很 多 塑料 窗 ,可 以 罕见 施工 现场 的 全 貌 。 从 窗口 
看 去 ， 可 以 看 到 起 重 机 、 推 土 机 在 忙 忙 碌碌 。 我 是 摆 再 机 
械 的 人 ,看 到 这 种 情景 ， 就 不 禁 欢欣 容 跃 ， 脑 子 里 想象 它 
们 在 做 什么 。 我 认为 ， 这 就 是 微分 方程 式 的 本 质 所 在 。 


合 重 要 的 事 要 提前 交待 


本 章 我 们 来 探讨 微分 方程 式 的 本 质 和 意义 。 

提起 微分 方程 ， 最 先 想到 的 是 可 分 离 变 量 。 

“微分 方程 的 关键 在 于 能 否 分 离 变 量 "， 这 是 教科 书 上 常见 的 话 。 确 
实 如 此 。 但 是 , 我 对 这 个 说 法 却 很 不 满意 。 倒 不 是 因为 这 句 话说 错 了 , 而 
是 因为 教科 书 在 后 面 补充 了 一 句 :“ 注 意 ， 微 分 方程 大 多 不 可 解 。” 

也 就 是 说 ， 不 论 微分 方程 能 否 分 离 变量 ， 大 多 数 都 是 不 可 解 的 。 

世上 存在 无 数 个 微分 方程 。 它 们 被 分 为 可 分 离 变量 的 微分 方程 、 齐 
次 微分 方程 和 一 阶 线性 微分 方程 ， 这 些 都 是 可 解 的 微分 方程 。 更 多 不 可 
解 的 微分 方程 ， 根 本 没有 这 样 的 分 类 。 

换 名 话说， 教科 书 只 谈 到 了 可 解 的 微分 方程 。 

从 教科 书 上 看 ， 好 像 所 有 的 微分 方程 都 可 解 ， 其 实 并 非 如 此 。 能 解 
的 只 是 一 小 部 分 ， 大 多 数 都 不 可 解 。 

但 是 ， 为 什么 会 变 成 这 样 呢 ? 

这 和 积分 有 关 。 学 过 微分 方程 的 人 应 该 知道 ， 解 微分 方程 最 后 都 要 
积分 ， 不 论 是 分 部 积分 还 是 变量 替换 积分 。 总 之 微分 方程 式 要 能 积分 才 
能 解 出 来 。 

问题 就 在 这 里 。 教 科 书 上 没有 提 到 有 些 函 数 不 可 积分 。 


EEC 
我 上 高 中 的 时 候 , 学 校 不 教 微 分 方程 , 考试 时 也 没 出 现 。 概率 、 统 计 倒 
是 学 过 , 不 过 考试 时 也 没 出 现 。 不 了 解 微分 方程 的 用 处 , 教 也 是 白 教 , 学 生 
根本 掌握 不 了 。 所 以 ， 还 是 我 刚才 的 提议 比较 中 肯 。 


微分 方程 能 不 能 解 ， 取 决 于 在 最 后 一 步 能 否 积分 。 可 惜 的 是 ， 大 部 
分 不 能 积分 。 所 以 ， 微 分 方程 大 多 不 可 解 。 

微分 方程 就 是 这 么 麻烦 。 不 过 ， 虽 说 只 有 很 少 的 一 部 分 ， 但 有 些微 
分 方程 还 是 可 解 的 ， 这 是 毋庸 置疑 的 。 那 么 ， 只 看 可 解 的 微分 方程 ， 会 
发 现 什 么 呢 ? 

我 从 事 工程 学 研究 已 有 40 多 年 , 需要 的 时 候 也 会 用 到 数学 , 但 几乎 
没有 碰 到 过 教科 书 上 写 的 微分 方程 ,也 没有 解 过 。 根 据 经 验 ， 我 认为 真 
正 会 用 到 的 微分 方程 只 有 1 个。 

请 大 家 务必 记 住 , 真正 会 用 到 的 方程 只 有 解 为 指数 函数 y=Ce* 的 微 
分 方程 。 

其 他 的 全 都 不 必 理 会 。 一 定 要 解 的 话 ， 就 边 看 教科 书 边 解 ， 只 要 你 
不 想 成 为 大 学 教授 ， 就 不 必 把 烦琐 的 解法 一 一 记 住 。 


EBD 


这 么 重要 的 事项 , 教科 书 上 一 点 也 没 写 。 学 生 最 头疼 的 , 就 是 这 么 重要 
的 东西 却 从 来 没有 人 告诉 过 自己 。 

高 中 老师 认为 , 学 生 在 大 学 里 还 会 详细 学 习 。 而 大 学 教授 则 认为 , 高 中 
时 肯定 已 经 学 过 了 。 双 方 互相 “谦让 "， 结 果 漏 掉 了 一 个 真空 地 带 。 

刚才 讲 的 东西 只 要 5 分 钟 就 可 以 讲 完 。 在 开始 授课 时 讲 一 讲 , 学 生 会 更 
容易 理解 . 但 是 就 是 没有 人 这 么 做 。 我 认为 , 这 是 因为 教书 的 人 没有 设 身 处 
地 为 学 生 着 想 的 缘故 。 
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全 学 微分 方程 学 什么 

我 一 直 在 想 ， 数 学 教学 中 ， 还 有 像 微分 方程 这 样 “格式 化 ”的 教 法 
吗 ? 

我 来 举例 说 明 什 么 是 格式 化 。 一 阶 性 形 微分 方程 、 齐 次 方程 、 全 微 
分 方程 、 可 分 离 变 量 微分 方程 、 伯 努 利 微 分 方程 等 , 写 下 去 没完 没 了 , 这 
些 都 是 教科 书 上 的 用 语 。 

看 到 这 些 ， 我 不 由 想起 了 英语 的 语法 。 比 如 ， 英 语 的 虚拟 语 态 。 


If I were a bird , I could visit her. 


书 上 出 现 这 个 句子 的 时 候 ， 总 是 解释 为 虚拟 语 态 。 接 着 ， 把 它 一 般 
化 ， 就 变 成 : 


If+ 主语 + 动词 过 去 式 ， 主 语 + [ should】 + 动词 原形 
might 
would 


could 


这 就 是 格式 化 的 一 个 例子 。 微 分 方程 的 教 法 同样 格式 化 。 

我 经 常 和 外 国 研究 者 一 起 工作 ， 但 从 来 没有 用 过 虚拟 语 态 ， 也 没 听 
他 们 用 过 。 虚拟 语 态 是 书面 用 语 , 不 写 文章 就 用 不 到 。 数学 也 是 一 样 , 光 
记 住 “ 格 式 ”， 还 是 不 会 用 。 

教科 书本 着 熟 能 生 巧 的 原则 ， 拼 命 灌 输 格式 , 让 学 生 一 遍 一 遍地 重 
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复 计算 ， 好 像 微分 方程 就 只 是 计算 。 用 考试 这 条 革 子 赶 着 学 生前 进 。 本 
来 , 教科 书 的 目的 是 让 学 生 先 掌握 初步 的 解法 。 但 不 知 是 从 什么 时 候 开 
始 使 用 这 种 方法 ， 几 十 年 来 ， 这 种 教学 法 就 没有 变 过 。 

可 能 教 的 人 觉得 教学 方法 无 所 谓 。 那 是 因为 他 自己 已 经 完全 理解 了 。 
这 种 “独善其身 ”的 教 法 ， 只 能 使 学 生 离 微分 方程 的 本 质 越 来 越 远 ， 可 
教 的 人 根本 没有 意识 到 这 一 点 。 不 信 你 去 问 问 学 生 “ 什 么 是 微分 方程 ， 
大 多 数 人 都 以 为 ,微分 方程 就 是 套用 公式 解 已 知 方程 式 。 回 答 令 人 大 跌 
眼镜 ， 这 应 该 完全 归咎 于 拙劣 的 教学 法 。 我 想 说 的 是 ， 老 师 们 能 不 能 多 
考虑 考虑 学 生 的 感受 ， 不 要 绕 不 必要 的 弯路 , 那 只 会 把 学 生 搞 得 学 头 转 
向 。 

我 有 一 位 朋友 ， 从 企业 工程 师 转 做 大 学 教师 。 他 现在 就 在 教学 生 微 
分 与 积分 。 我 曾经 问 他 :“ 工 作 中 是 否 解 过 微分 方程 ? ”他 回答 说 :“ 从 
来 没有 。” 我 问 :“ 那 为 什么 要 教 这 些 工作 中 用 不 到 的 方程 呢 ? ”他 说 : 
“因为 它 的 思考 方式 很 重要 。” 原 来 ， 他 也 认为 学 生 们 将 来 可 能 根本 不 会 
去 解 微分 方程 ， 不 过 ， 因 为 它 “ 很 重要 "， 所 以 要 教 。 

他 的 回答 可 能 有 些 好 笑 ， 但 却 是 真 的 。 读 者 中 大 概 有 90% 的 人 , 毕 
业 以 后 永远 不 会 解 微 分 方程 。 这 么 说 可 能 会 引起 误解 ， 但 这 确实 是 我 在 
大 学 执教 30 年 、 研 究 了 一 辈子 工程 学 的 经 验 之 谈 。 

课堂 上 , 老师 说 “微分 方程 广泛 应 用 于 科学 的 各 个 领域 ", 这 是 谎话 。 


【教学 7- 乙 *5 


我 说 过 , 不 是 所 有 的 微分 方程 都 可 解 。 使 出 吃 奶 的 劲 儿 , 一 路 计算 下 来 
终于 解 出 来 了 , 那 是 不 幸 中 的 万 幸 。 判断 一 个 微分 方程 是 否 可 解 , 本 身 就 是 
一 门 学 问 ， 叫 做 微分 方程 论 。 
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微分 方程 只 用 于 流体 、 热 、 计 算 物 体 运动 等 有 限 的 几 个 情况 。 并 且 ， 现 
在 也 完全 没有 必要 绞 尽 脑汁 地 解 微分 方程 。 后 面 我 们 还 会 讲 到 , 不管 是 
多 么 复杂 的 微分 方程 ， 计 算 机 都 可 以 通过 数值 计算 解 出 来 。 

这 样 一 来 ， 记 住 微分 方程 的 解法 就 没有 什么 意义 了 。 还 不 如 把 心思 
花 在 研究 用 什么 样 的 数值 计算 法 使 计算 机 更 容易 解 出 微分 方程 , 这 一 点 
要 重要 得 多 。 

那么 , 因此 就 没有 必要 学 微分 方程 了 吗 ? 也 不 是 。 我 们 不 用 去 解 微 
分 方程 ， 但 要 掌握 它 的 思考 方式 。 


全 微分 方程 的 精髓 


为 了 理解 微分 方程 的 精髓 ， 我 们 把 解 微分 方程 的 过 程 分 解 为 两 步 。 

第 一 步 : 立 微分 方程 。 

第 二 步 : 解 微分 方程 。 

刚才 说 过 , 第 二 步 可 以 由 计算 机 代劳 , 我 们 不 需要 亲自 来 做 。 但 是 ， 
不 论 计算 机 多 么 发 达 ， 也 不 能 什么 都 依赖 它 。 

计算 机 无 法 进行 第 一 步 , 也 就 是 立方 程式 。 计 算 机 用 的 微分 方程 式 ， 
必须 先 由 人 类 编写 成 程序 ， 然 后 输入 计算 机 里 。 这 就 是 为 什么 “微分 方 
程 的 思考 方式 很 重要 ”的 原因 。 不 知道 怎么 立 微分 方程 ， 计 算 机 就 不 能 
计算 。 而 会 立 微分 方程 的 只 能 是 人 。 

那么 ,“ 立 微分 方程 ”又 是 怎么 一 回 事 呢 ? 

有 个 成 语 叫 “盲人 摸 象 ” 意思 是 只 了 解 部 分 不 足以 理解 整体 , 告 诚 
人 们 不 要 片面 地 看 待 问题 。 不 过 ， 通 过 部 分 想象 整体 正 是 立 微分 方程 式 
的 诀窍 。 
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我 把 这 个 诀窍 画 成 了 图 ， 帮助 大 家 有 一 个 直观 的 印象 。 不 过 ,在 这 
之 前 要 先 记 住 这 句 话 : 通过 部 分 看 整体 。 

这 里 所 说 的 “部 分 ” 是 指 微 商 全 ， “整体 ”是 指 未 知 函 数 y=f (x)。 
用 数学 语言 来 说 ， 微分 方程 就 是 看 了 微 商业 ， 就 知道 y=f (x) 。 这 是 微 
分 方程 的 基本 思考 方法 。 关 于 微分 方程 ， 我 们 要 了 解 的 就 是 这 一 点 。 

记 住 这 一 点 ， 然 后 来 看 下 面 的 图 (为 了 便于 解释 ，dx 取 等 值 )。 


dy 


@ 计算 部 分 业 的 值 , 在 图 上 标 出 (x, 借 )。 全 跳跃 性 增 大 。 


人 . (人 公 =- 
dx de ) 
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@ 把 跳跃 性 增 大 的 业 值 表示 在 x,y 平面 上 。 分 别 用 倾斜 度 不 同 的 
线段 表示 呈 。 


¥ 


@ 将 所 有 线段 连 在 一 起 ， 得 到 曲线 y=f (x)。 


y 
(y=Ce’) 
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dx 的 值 为 无 限 小 时 ， 最 终 得 到 的 曲线 如 上 图 。 
换 句 话说 ， 立 微分 方程 ， 就 是 观察 自然 和 社会 生活 中 各 种 现象 的 细 
微 变化 ， 并 据 此 描绘 出 现象 整体 。 


人 @ 为 什么 微分 方程 不 能 应 用 


微分 方程 也 是 方程 ， 按 照 一 般 的 想法 ， 当 然 要 去 求解 。 实 际 上 ， 自 
从 了 7 世纪 牛顿 、 莱 布 尼 获 提出 微分 法 与 积分 法 以 来 , 无 数 人 挑战 过 微分 
方程 式 。“ 导 人 可 分 离 的 变量 ” 等 解 微分 方程 的 初级 技巧 , 是 伟大 的 先 人 
们 弹 精 竭 虑 、 在 实践 中 积累 下 来 的 

教科 书 整理 了 先 人 们 努力 的 成 果 , 分 门 别 类 地 介绍 了 各 种 形式 的 微 
分 方程 和 对 应 的 解法 ， 看 起 来 很 方便 。 

可 是 ， 即 使 掌握 了 这 些 技巧 ， 能 熟练 计算 微分 方程 ,也 不 等 于 会 用 
微分 方程 。 或 者 可 以 说 越 会 计算 ， 离 微分 方程 的 本 质 越 远 。 

事实 上 ， 有 很 多 人 解 了 无 数 微分 方程 ， 却 从 来 没有 在 工作 中 用 到 过 
微分 方程 。 

为 什么 会 变 成 这 样 呢 ? 这 是 因为 学 数学 的 人 , 往往 会 忘记 现实 的 世 
界 ， 迷 失 在 抽象 世界 里 。 

微分 方程 是 用 抽象 的 语言 (数学 符号 ) 来 表现 日 常生 活 中 的 现象 , 它 
有 以 下 两 个 要 点 : 


1. 抽象 化 。 剥 去 现象 的 特征 和 属性 的 过 程 。 


2. 一 般 化 。 抽 取 构 成 现象 的 要 素 ， 研 究 它们 之 间 的 结构 关系 ， 并 找 
出 现象 的 普遍 性 的 过 程 。 
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用 图 表示 如 下 : 


现象 的 要 素 和 构造 清晰 化 


a 
抽象 化 
A 从 
() 具体 的 现象 
-人 


用 微分 方程 来 表示 日 常生 活 中 的 现象 ， 并 解 微分 方程 ,这 是 从 抽象 
化 到 一 般 化 的 过 程 。 沿 着 这 个 方向 走 下 去 ， 会 离 现实 世界 越 来 越 远 。 
而 且 ， 这 个 过 程 不 可 逆转 。 要 从 抽象 世界 回 到 现实 世界 是 极其 困难 
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的 , 这 简直 就 是 一 条 单行 道 。“ 微 分 方程 没 法 应 用 ”的 问题 , 跟 人 的 思维 
过 程 有 关 。 

这 使 我 想起 了 一 件 事 。 有 很 多 公司 的 经 理 来 找 我 , 说 想 用 我 的 “ 失 
败 学 ”来 分 析 自 己 的 事业 ， 却 不 知道 怎样 做 。 用 图 表示 这 些 人 的 烦恼 如 
下 : 


从 具体 例子 中 对 课题 的 一 般 
( 书 上 总 结 的 
选 出 的 课题 Wy | 化 分 析 (抽象 
规律 ) 一 般 化 解释 ) 


抽象 平面 


行 不 通 ， 但 误 认 为 


行 得 通 的 路 径 

抽象 化 ( 行 得 7” 让 

We 条 (站 自己 解决 问题 的 具 
书 上 举 出 的 例子 7 人 


经 理 们 想 直接 运用 我 书 里 的 规律 和 概念 来 解决 自己 的 问题 。 他 们 以 
为 从 现实 到 抽象 的 思考 过 程 可 以 逆转 。 这 是 误会 的 根源 ， 思 考 过 程 是 不 
可 逆 的 。 

我 所 创 的 “失败 学 ”", 首先 从 现实 中 发 生 的 很 多 失败 事例 出 发 , 提炼 
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造成 失败 的 要 因 , 观察 它们 的 构造 , 然后 将 失败 抽象 化 为 要 因 和 构造 。 这 
样 ， 不 同 的 失败 都 可 以 归结 为 相同 的 构造 和 要 因 ， 也 就 是 把 失败 一 般 化 
了 。 同 时 ， 在 这 个 过 程 中 ， 总 结 出 各 种 各 样 的 规律 和 概念 ， 如 : 

e 怎样 理解 失败 。 

e 怎样 应 对 失败 。 

怎样 避免 失败 。 

这 种 失败 学 的 思考 方法 ， 和 刚才 的 数学 思考 过 程 是 一 样 的。 将 日 常 
生活 中 的 失败 抽象 化 ， 这 是 失败 学 的 思考 方式 的 根本 所 在 。 

用 图 表示 失败 学 的 思考 路 径 如 下 : 


规律 .概念 
个 
(一 般 化 ) 
个 
(抽象 化 ) 
T 
失败 事例 


但 是 ， 经 理 们 不 理解 这 个 思考 路 径 ， 反 过 来 认为 
规律 ， 概念 


1 
自己 的 问题 
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直接 把 规律 与 概念 往 自己 的 问题 上 套 。 

跳 过 抽象 化 和 一 般 化 的 阶段 ， 一 下 子 扑 到 规律 与 概念 上 是 不 行 的 。 
这 样 做 的 话 ， 就 会 和 现实 世界 脱节 。 

于 是 , 结果 就 是 虽然 理解 了 规律 和 法 则 , 却 不 能 应 用 在 实际 生活 中 。 

实际 上 ， 最 重要 的 是 从 现实 世界 上 升 到 抽象 世界 的 过 程 。 反 复 思 考 
现实 中 的 失败 事例 ， 总 结 出 规律 与 概念 。 这 样 ， 才 能 学 会 活用 这 些 规律 
和 概念 。 

一 不 小 心 说 了 很 多 关于 失败 学 的 东西 。 总 之 ， 微 分 方程 也 和 失败 学 
一 样 。 可 以 从 具体 上 升 到 抽象 ， 却 不 能 逆向 行驶 〈 千 万 不 要 尝试 )。 


y=Ce™ 


例如 ， 微 分 方程 最 常见 的 解 是 y=Ce™。 这 个 解 抽象 地 表示 “ 某 个 时 
刻 的 变量 与 这 一 时 刻 的 总 量 成 比例 ”。 
左 图 中 代表 的 ， 是 复 利 式 贷款 、 热 传导 现象 、 振 动 现象 、 放 射 性 元 
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素 分 裂 、 细 菌 繁 殖 等 日 常 世界 中 的 现象 。 将 这 些 现象 抽象 化 、 一 般 化 以 
后 ， 得 到 y=Ce* 这 一 抽象 的 表现 方式 。 

但 是 ， 反 过 来 ， 如 右 图 所 示 , 将 y=Ce 这 一 抽象 表现 具体 化 ， 在 日 
常 世界 中 就 有 无 数 个 对 应 点 。 要 用 y=Ce 表示 复 利 式 贷款 ， 就 要 确定 常 
数 k 和 积分 常数 C， 并 将 其 单位 标准 化 。 

可 是 , 抽象 世界 里 没有 日 常 世界 中 具体 的 属性 。 一 进入 抽象 世界 , k 
和 C 就 可 以 是 任意 值 ， 变 量 可 以 取 任意 的 单位 。 可 以 取 任 意 值 ， 也 就 意 
味 着 不 能 确定 是 哪个 值 。 也 就 是 说 , 即使 想 回 到 现实 世界 里 , 也 回 不 来 。 

令 人 头疼 的 是 ， 很 多 学 习 数 学 的 学 生 ， 也 和 刚才 讲 的 经 理 们 犯 了 同 
样 的 错误 。 很 多 学 生 一 旦 进入 数学 的 抽象 世界 ， 就 再 也 回 不 到 日 常 世界 
中 来 了 。 

不 知道 数学 老师 有 没有 注意 到 这 个 问题 。 

就 我 看 来 ， 数 学 家 们 都 沉浸 在 抽象 的 世界 中 ,一 点 儿 也 没 发 觉 这 个 
问题 。 不 过 ， 他 们 跟 日 常 世界 绝缘 也 没关系 ， 因 为 沉浸 在 抽象 世界 正 是 
他 们 的 工作 。 

可 是 , 普通 人 就 不 能 这 样 了 , 和 日 常 世界 绝缘 就 无 法 生存 。 所 以 , 质 
间 “ 为 什么 要 学 数学 " 的 人 , 从 某 种 意义 上 来 说 , 都 是 感觉 敏锐 的 人 。 他 
们 在 与 日 常 世界 隔绝 的 抽象 世界 里 会 感到 不 安 。 

我 写 这 本 书 就 是 为 了 消除 这 种 隔绝 状态 , 让 大 家 体会 到 数学 世界 原 
本 是 丰富 多 彩 的 ， 学 会 把 数学 中 的 伟大 成 果 应 用 到 生活 中 去 。 


@ 整 体 藏 在 部 分 之 中 


我 刚才 说 过 , 微分 方程 是 由 部 分 推 想 出 全 体 的 工具 。 既然 是 工具 ,不 
能 使 用 就 完全 没有 意义 。 那 么 ， 应 该 怎么 使 用 这 个 工具 呢 ? 
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比如 说 ， 我 们 来 观察 自然 界 发 生 的 某 种 现象 。 现 象 每 分 每 秒 都 在 变 
化 。 将 时 间 和 变化 绘 成 表 ， 变 化 的 轨迹 就 会 清晰 地 浮现 出 来 。 

假设 现在 我 们 手 上 有 一 些 关于 这 个 现象 的 信息 ， 但 是 ， 与 现象 整体 
相 比 ， 这 些 信息 很 有 限 。 它 们 只 是 关于 “ 某 一 瞬间 ”的 信息 。 一 般 情况 
下 ， 我 们 能 够 得 到 的 ， 都 是 这 些 关于 部 分 的 信息 。 

人 不 能 一 下 子 就 了 解 整体 。 要 了 解 现象 的 整体 ， 除 了 利用 “关于 部 
分 的 信息 ”, 没 有 别 的 方法 。 微 分 方程 就 运用 了 这 一 方法 , 它 表示 出 了 “ 关 
于 部 分 的 信息 ”和 关于 整体 结构 之 间 的 量 的 关系 。 

不 过 , 不 能 像 看 拼图 那样 把 “关于 部 分 的 信息 ”看 成 整体 的 一 部 分 。 
因为 它 不 单纯 是 “关于 部 分 的 信息 "。* 关 于 部 分 的 信息 ”必须 符合 下 面 
两 个 重要 条 件 。 


条 件 一 : 它 是 部 分 所 固有 的 详细 信息 。 
条 件 二 ， 它 能 反映 支配 现象 整体 的 规律 。 


“通过 部 分 看 整体 "， 并 不 是 说 死 死 盯 着 部 分 ， 整 体 就 会 自动 浮现 出 
来 ， 而 是 要 详细 了 解 部 分 。 同 时 ， 通 过 观察 部 分 总 结 出 来 的 规律 ， 必 须 
适用 于 整体 ， 这 样 才能 通过 部 分 推 想 出 整体 。 

但 是 ， 还 存在 一 个 闲 手 的 问题 。 那 就 是 ， 条 件 二 很 难得 到 保证 。 
为 在 了 解 整体 以 前 , 我 们 不 可 能 知道 “这 一 部 分 能 反映 支配 现象 整体 的 
规律 "。 

于 是 ， 既 乐天 又 任性 的 人 们 ， 就 来 了 一 个 “大 跨栏 ”。 他 们 毫 无 根据 
地 相信 条 件 二 已 经 成 立 , 据 此 来 推 想 整体 。 推 起 的 过 程 就 是 解 微分 方程 。 
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推 想 出 整体 


通过 部 分 得 到 
的 信息 


san/ NN 


全 分 离 变 量 为 什么 很 重要 
先 离开 主题 讲 一 个 重要 的 问题 ， 下 一 节 再 详细 讲 怎样 解 微分 方程 。 
本 章 一 开始 说 过 ， 可 解 的 微分 方程 很 少 。 我 们 看 到 的 微分 方程 ， 大 
部 分 是 不 可 解 的 。 过 去 人 们 一 遇 到 这 种 方程 就 非常 头疼 ,不 断 向 它 发 起 
挑战 。 但 直到 现在 ， 不 可 解 的 微分 方程 还 是 不 可 解 。 
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那么 , 这 些 不 可 解 的 方程 要 怎么 处 理 呢 ? 人 们 遇 到 问题 时 , 会 有 "不 
解决 不 行 ” 这 种 强迫 性 的 想法 。 但 是 ， 有 些微 分 方程 没有 必要 解 。 只 要 
记 住 不 要 去 解 不 能 分 离 变 量 的 微分 方程 就 行 了 。 换 句 话 说， 只 要 会 解 可 
分 离 变 量 的 微分 方程 就 足够 了 。 

可 分 离 变 量 微分 方程 最 重要 的 特点 是 解 为 e 的 几 次 方 。 实 际 上 ， 只 
要 观察 自然 和 社会 现象 ， 并 用 微分 方程 表示 它们 ， 就 会 发 现 微分 方程 的 
解 大 多 为 指数 函数 y=Ce*。 例 如, 复 利 式 贷款 、 热 传导 现象 、 振 动 现象 、 
放射 性 元 素 分 裂 、 细 菌 增 殖 等 ， 各 种 各 样 的 现象 都 可 以 用 这 个 函数 来 表 
示 。 

教科 书 上 说 , 由 此 可 以 看 出 “各 种 各 样 的 自然 和 社会 现象 都 可 以 用 
微分 方程 表示 ”,， 以 此 强调 微分 方程 的 重要 性 。 这 种 说 法 不 完全 正确 。 正 
确 的 说 法 应 该 是 ， 很 多 自然 和 社会 现象 都 可 以 表示 为 解 为 指数 函数 
y=Ces 的 微分 方程 ， 所 以 微分 方程 很 重要 。 

导出 这 个 解 的 ， 就 是 变量 分 离 。 这 就 是 分 离 变 量 的 重要 之 处 。 


全 解 微分 方程 


下 面 回 到 正题 。 解 微分 方程 是 一 个 复杂 的 过 程 。 现 在 我 们 来 分 解 解 
微分 方程 的 步 又 。 


数学 1 二 


“不 要 去 解 不 能 分 离 变 量 的 微分 方程 ”, 不 是 说 “不 要 去 寻找 答案 "。 现 
在 即使 不 自己 解 , 计算 机 也 能 告诉 我 们 答案 。 最 近 有 一 种 软件 , 只 要 输入 数 
值 马上 就 能 得 到 答案 。 这 样 , 问题 就 不 在 于 如 何 求解 . 而 在 于 怎样 编 出 高 效 
率 的 计算 程序 。 现在 几乎 没有 必要 再 分 高 变量 . 进行 求解 了 。 只 要 能 得 出 最 
后 的 计算 结果 就 够 了 。 这 在 实际 运用 中 ， 一 点 儿 问题 都 没有 。 


119 


例如 ， 观 察 一 个 现象 ， 把 它 画 成 图 。 


y 


x 


假设 我 们 只 能 从 图 中 的 圆圈 部 分 得 到 关于 现象 的 信息 。 

看 到 上 图 后 ， 首 先 应 该 做 的 不 是 看 圆圈 的 值 ， 而 是 寻找 这 部 分 所 反 
映 的 关于 整体 的 规律 。 这 时 人 们 开始 “思维 大 跨栏 ”。 看 到 分 散 分 布 的 贺 
圈 ， 脑 中 浮现 出 下 面 的 曲线 。 


这 种 “思维 大 跨栏 ”很 有 趣 ， 人 的 想象 力 很 丰富 ， 会 “无 中 生 有 ”， 
而 且 一 点 也 不 会 感到 不 妥 。 下 面 该 做 的 ， 是 “把 脑 中 浮现 的 曲线 ， 看 做 
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整体 曲线 的 一 部 分 "。 就 这 样 ， 刚 才 的 “思维 大 跨栏 ”就 合理 化 、 正 当 化 
了 了。 也 就 是 说 ,我们 认为 ,“ 这 条 曲线 符合 支配 现象 整体 的 规律 ”。 

既然 这 条 曲线 符合 支配 现象 整体 的 规律 ， 那 么 未 知 的 延长 部 分 必然 
也 符合 支配 现象 整体 的 规律 。 虽 说 这 一 点 不 能 得 到 证 明 ， 我 们 还 是 延长 
曲线 ， 得 到 整体 的 图 像 。 


可 是 ， 又 出 现 了 一 个 麻烦 的 问题 。 现 在 我 们 确实 知道 了 曲线 整体 的 
形状 ， 但 不 能 确定 这 条 曲线 经 过 坐标 轴 上 的 哪 一 点 。 

可 能 是 图 中 的 任意 一 条 曲线 ， 我 们 不 能 确认 是 哪 一 条 。 这 时 ， 前 面 
图 中 圆圈 的 值 就 派 上 用 场 了 。 现 象 对 应 的 曲线 ， 必 须 经 过 圆圈 ， 这 样 就 
可 以 确定 是 哪 条 曲线 了 。 这 条 曲线 就 是 微分 方程 的 解 。 


学 


YA 
a 
六 
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AAA 
vy 


六 选 定 一 条 曲线 
I 


微分 方程 的 解 


EPZ 


刚才 看 到 的 曲线 群 , 叫做 微分 方程 的 一 般 解 。 现象 对 应 的 曲线 . 必须 经 


过 圆圈 叫做 初始 条 件 。 满足 初始 条 件 的 曲线 叫做 微分 方程 的 特 解 。 解 是 否 能 
确定 为 一 条 曲线 ， 叫 做 解 的 唯一 性 。 
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7…… 未 来 被 等 分 


概率 


能 不 能 靠 赌博 生活 ? 答案 很 清楚 ， 不 能 。 为 什么 呢 ? 
固 为 庄家 抽 头 钱 ， 钱 都 被 庄家 赚 去 了 。 赛 马 、 赛 车 、 彩 票 ， 
头 钱 都 是 2 成 , 赚钱 的 是 庄家 。 他 们 先 提 走 自己 要 的 部 分 ， 
然后 把 剩 下 的 适当 分 配给 赌 客 。 那 些 提议 建 赌场 的 人 , 大 
家 该 知道 他 们 的 用 意 了 吧 。 但 是 ， 明 知道 赌博 不 赚钱 ,为 
什么 还 有 很 多 人 去 赌博 呢 ? 因为 他 们 没有 算 “ 期 望 值 "。 如 
采 算 了 期 望 值 , 就 不 会 再 去 赌博 了 。 话 虽 如 此 ， 如 果 每 件 
事 都 把 期 望 值 算 得 清 清 楚楚 ， 人生 就 没有 一 丝 乐趣 了 。 


全 一 切 都 可 以 换算 成 金钱 

先 从 另 一 个 话题 说 起 。 比 如 说 ， 现 在 手 上 有 1000 日 元 。 这 1000 日 
元 中 ,车 费 要 200 日 元 ， 午 饭 花 500 日 元 ， 喝 咖啡 300 日 元 。“ 吃 盒饭 ”、 
“ 喝 咖 啡 ”都 是 吃 ， 可 以 归 为 一 类 。“ 乘 车 ”不 是 吃 ， 是 行 。 不 过 ， 它 们 
都 要 花 钱 ， 在 这 一 点 上 三 者 是 相通 的 。 

脑筋 转 得 快 一 点 的 话 ， 我 们 可 以 得 出 一 个 结论 : 人 类 活动 都 可 以 换 
算 成 金钱 。 

这 样 说 可 能 有 人 会 觉得 “ 没 品 "， 他 们 会 反驳 说 :“ 美 妙 的 音乐 、 精 
美的 绘画 、 令 人 心旷神怡 的 最 色 ， 这 些 怎么 能 换算 成 金钱 呢 ? ”当然 可 
以 。 如 果 想 欣赏 这 些 东西 ， 就 要 购买 人 场 券 ， 付 出 一 定 的 费用 。 有 些 人 
也 许 会 觉得 这 种 算法 很 低俗 ， 对 此 不 悄 一 顾 。 但 是 ， 人 类 的 活动 确实 都 
可 以 用 金钱 来 衡量 。 人 类 很 早 以 前 就 发 现 了 这 一 点 。 金 钱 是 人 类 漫长 的 
历史 中 最 大 的 发 明 。 

现在 , 我 们 渐渐 接近 了 本 章 的 主题 一 一 概率 。 下 面 我 们 来 考虑 一 下 
GNP9。 假 设 现在 汽车 产业 增长 迅速 ， 因 此 ， 国 家 提出 一 个 项 目 ， 投 入 
GNP 的 30% 发 展 汽车 产业 。 可 是 ， 把 GNP 的 30% 投入 汽车 产业 ， 感 觉 
有 点 冒险 。 那 不 就 变 成 了 只 生产 汽车 的 国家 了 吗 ? 于 是 ， 需 要 仔细 评估 
这 个 项 目 。 

项 目 评 估 有 以 下 内 容 : 社会 需求 、 前 景 、 项 目 构成 、 是 否 符合 社会 
要 求 、 是 否 有 充足 的 人 力 资源 ， 等 等 。 要 评估 项 目 ,必须 先 像 这 样 设 定 
几 个 评估 项 ， 给 每 项 评分 。5 分 是 满分 ，1 分 是 最 低 分 。 及 格 给 3 分 ， 优 


GD GNP， 国民 生产 总 值 ， 指 全 体 国民 一 年 间 生 产 出 来 的 价值 总 额 一 一 编者 注 。 
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秀 给 5 分 。 把 所 有 的 得 分 加 起 来 ， 根 据 总 得 分 判断 是 否 应 该 启动 项 目 。 

这 种 评估 方法 有 以 下 3 个 关键 点 : 

1. 评估 项 可 以 从 各 个 方面 设立 。 

2. 各 评估 项 不 能 相似 ， 必 须 有 区 别 。 

3. 对 各 评估 项 一 视 同仁 ， 将 它们 等 量化 。 

这 3 点 是 评估 的 前 提 条 件 。 特 别 是 最 后 一 点 ,反映 了 人 脑 的 灵活 之 
处 ， 其 实 这 一 点 根本 无 法 保证 。 将 属性 各 异 的 各 评估 项 等 量化 ， 计 算出 
总 分 进行 评估 ， 是 “一 刀 切 "， 是 “野蛮 ”的 做 法 。 其 实 ， 只 有 这 样 做 ， 
才能 评估 事物 。 肯 定 还 有 人 会 提出 异议 :“ 难 道 没有 更 好 的 办 法 了 吗 ? ” 
但 不 管 三 七 二 十 一 做 了 再 说 ， 这 正 是 评估 的 特点 。 


全 概率 里 的 小 花招 


刚才 说 了 这 么 多 ， 都 没 提 到 概率 ， 大 家 可 能 会 感到 疑惑 ， 不 知道 为 
什么 要 说 这 些 。 其 实 ， 概 率 的 思考 方式 和 项 目 评 估 有 异曲同工 之 处 。 

概率 也 是 对 属性 近 异 的 东西 一 视 同仁 ， 我 把 它 叫做 概率 等 分 原则 。 
“原则 " 听 上 去 感觉 很 严肃 , 其 实 只 是 个 假设 , 是 个 小 花招 , 把 它 当成 “ 原 


【数学 1. 作 -3 

我 是 日 本 经 济 产业 省 项 目 评估 委员 会 的 一 员 。 这 里 介绍 的 评估 方法 , 最 
近 为 日 本 各 省 厅 所 采用 。 一直 以 来 , 日 本 的 各 个 项 目 都 是 单独 进行 评估 , 得 
出 来 的 评估 结果 多 是 “本 项 目 很 有 意义 ”。 

这 种 评估 结果 过 于 主观 ， 招 致 了 国民 的 批评 ， 要 求 改变 评估 方法 。 于 
是 , 就 变 成 了 至 少 在 同一 省 厅 内 , 所 有 的 项 目 都 必须 进行 同类 的 评估 ,经济 
产业 省 一 丝 不 苟 地 执行 这 一 规定 , 设 定 了 6 个 评估 项 , 以 评估 本 省 厅 内 所 有 
的 项 目 。 导 入 这 一 评估 办 法 后 , 哪些 项 目 应 该 继续 实施 , 哪些 应 该 终止 都 分 
得 一 清二 楚 。 
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则 ”是 为 了 方便 说 明 。 因 此 就 暂且 把 它 视 为 一 个 原则 了 。 

那么 ， 我 们 想 想 教科 书 上 怎么 解释 概率 的 。 解 释 概率 必然 出 现 掷 骨 
子 的 例子 。 过 去 过 新 年 时 大 家 都 玩 所 角 子 , 现在 这 种 游戏 已 经 过 时 了 。 姑 
且 不 论 这 些 ， 先 看 看 教科 书 的 解释 。 


一 般 条 件 下 ， 实 验 中 发 生 所 有 事件 的 可 能 性 都 相同 ， 那 么 某 事 件 发 生 
的 概率 P 就 是 


__ 某 事件 发 生 的 次 数 
所 有 事件 发 生 的 次 数 
例如 , 这 里 有 一 个 6 面 的 般 子 , 掷 出 每 面 的 可 能 性 都 相同 ， 摆 出 5 的 概 
率 是 ， 
掷 出 5 的 次 数 =1 
挪 出 所 有 点 数 的 次 数 = {1，2，3，4，5，6} -6 
因此 ， 概 率 P 就 是 十 。 


可 能 性 是 相同 的 ， 想 必 大 家 都 对 这 种 说 法 感到 有 些 纳闷 ， 难 以 理解 
吧 。 这 就 是 我 说 的 概率 等 分 原则 。 

再 说 一 遍 ， 这 是 个 小 花招 ， 并 没有 隐藏 着 什么 深奥 的 真理 ， 只 是 为 
了 方便 才 这 么 假设 的 。 


【数学 1 人 :2 
统计 力学 中 有 能 量 均 分 原理 , 概率 等 分 原则 是 它 的 数学 版 , 例如 , 现在 
三 维 空间 中 有 一 粒 原子 ,统计 力学 认为 ， 这 粒 原 子 向 x 方向 、y 方 向 、z 方 
向 平均 放射 能 量 , 这 就 是 能 量 均 分 原理 。 原理 和 规律 不 同 , 不 是 推导 出 来 的 
东西 . 而 是 原本 就 存在 的 东西 ， 相 当 于 数学 中 的 公理 。 
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可 是 , 教科 书 不 会 自己 说 “这 是 一 个 花招 "。 因 此 , 应 该 由 进行 教学 
的 老师 说 明 , 但 老师 也 不 会 揭穿 这 一 点 。 于 是 , 这 一 点 就 永远 模糊 不 清 、 
不 为 人 知 了 。 


全 概率 讲 的 是 未 来 的 事 


人 们 总 是 异想天开 ,希望 能 预知 将 来 会 发 生 什么 事情 。 概 率 这 个 概 
念 ， 可 以 说 就 是 人 们 “预见 未 来 ， 把 握 现 在 ”的 愿望 在 数学 上 的 体现 。 
换 句 话说 ,概率 只 有 在 事件 还 未 发 生 、 需 要 预见 时 才 有 意义 。 

人 们 好 像 都 误解 了 这 一 点 。 大 家 想 一 想 报道 台风 情况 的 新 闻 。 播 音 
员 会 说 “台风 仍 在 蔓延 中 "， 这 很 可 笑 。 摄 制 新 闻 和 播放 新 闻 有 时 间 差 ， 
播放 时 台风 可 能 已 经 结束 了 ， 这 时 再 预测 完全 没有 意义 。 

概率 的 情况 也 相同 ,说 已 经 发 生 的 事 “ 概 率 多 少 ” 是 完全 没有 意义 
的 。 
那么 ,数学 上 是 怎么 表示 预知 未 来 的 概率 的 呢 ? 数学 是 按照 下 面 的 
步骤 来 思考 的 ， 


1. 假设 所 有 可 能 的 结果 ， 并 一 一 列 出 来 。 
2. 对 所 有 的 结果 一 视 同仁 ， 将 其 等 量化 。 
3. 计算 每 个 结果 与 结果 总 数 的 比值 。 


这 样 算出 来 的 概率 ， 在 未 来 面临 选择 的 时 候 ， 为 人 们 提供 一 个 判断 
的 依据 ， 增 加 了 自信 。 

人 人 都 有 数字 信仰 ， 不 看 到 数字 就 觉得 不 可 信 。 人 们 想 通过 数学 精 
密 的 理论 体系 来 预见 、 把 握 未 知 的 将 来 ， 这 才 有 了 概率 。 


[ba 


因此 ,概率 思考 的 是 还 未 发 生 的 未 来 的 事 。 等 到 事件 发 生 以 后 , 一 
切 已 成 定局 ， 再 来 谈 概率 就 没有 意义 了 。 发 生 之 前 可 以 猜测 概率 是 50% 
或 70%， 发 生 以 后 概率 不 是 0 就 是 100% 了 。 


全 概 率 里 的 思维 转换 


这 样 看 来 , 概率 真是 个 “大 老 粗 ”。 事物 的 属性 千差万别 , 概率 非 要 
对 它们 “一 视 同仁 "”， 强 迫 大 家 搞 “ 一 刀 切 ”。 不 过 ， 不 这 样 做 就 无 法 进 
行 预 测 。 

我 刚才 说 过 ,概率 代表 了 人 们 “预知 未 来 ， 把 握 现 在 ”的 愿望 。 换 
句 话 说， 概率 不 仅 是 人 们 预测 未 来 的 工具 ， 也 是 人 们 选择 未 来 的 判断 依 
据 。 

要 注意 的 是 ， 概 率 是 对 未 来 的 思考 ， 而 不 是 对 未 来 的 理解 。 

的 确 ， 概 率 是 对 未 来 的 思考 。 但 更 为 紧迫 实际 的 是 ， 现 在 该 如 何 行 
动 。 因 此 ， 光 知道 未 来 将 会 发 生 什么 事 还 不 够 ,还 要 利用 预测 结果 ， 指 
导 现 在 的 行动 。 

概率 在 数学 体系 中 大 放 异 彩 的 原因 也 正在 于 此 。 概率 产生 于 现实 世 
界 ， 应 用 于 现实 世界 。 和 其 他 许多 数学 概念 不 同 ， 它 不 是 抽象 世界 的 产 
物 。 不 过 ,概率 中 有 其 他 数学 概念 中 没有 的 思维 转换 。 


EETRASD 
可 能 大 家 觉得 上 面 讲 的 都 是 理所当然 的 事 . 不 需要 废话 ,但 是 清楚 地 意 
识 到 概率 讲 的 是 未 来 的 事 很 重要 。 数 学 有 一 种 魔力 ,能 把 人 带 入 它 独特 的 抽 
象 世 界 中 。 一 旦 进入 这 个 世界 , 多 数 人 就 会 拼命 去 追寻 某 一 个 问题 的 答案 . 
深 陷 其 中 ， 再 也 出 不 来 ， 于 是 忘记 了 自己 最 初 为 什么 要 学 数学 。 
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我 们 来 看 看 计算 概率 的 思路 。 例 如 ， 扑 克 牌 游戏 。 现 在 有 10 张 牌 ， 


牌 面 如 下 : 


红 桃 


方块 


黑 桃 


梅花 


2 张 


3 张 


1 张 


4 张 


四 
ells 


pb] Le] Le] Le 


[jl 


40 多 年 前 的 高 中 数学 就 教 概 率 。 数 学 老师 们 都 觉得 概率 很 难 教 。 这 是 
因为 升学 考试 不 考 这 部 分 内 容 , 学 生 们 也 都 是 左 耳 朵 进 右 耳朵 出 。 出 现 这 种 
情况 , 可 能 是 概率 跟 微 积分 . 三 角 函 数 等 确定 的 真理 不 同 . 是 关于 未 知 的 未 
来 知识 ， 因 此 有 很 大 的 “模糊 性 。 
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把 这 10 张 牌 混在 一 起 ， 然 后 随便 抽出 1 张 。 抽 出 红 桃 、 方 块 、 黑 桃 、 
梅花 的 概率 各 是 多 少 呢 ? 这 个 问题 很 简单 。 


抽出 红 桃 的 概率 = 一 
抽出 方块 的 概率 = 一 
抽出 黑 桃 的 概率 = 


抽出 梅花 的 概率 = 一 


这 就 是 答案 。 

但 是 ， 知 道 这 个 答案 又 怎样 呢 ? 不 进一步 思考 ， 就 无 法 把 握 概率 的 
本 质 。 只 知道 概率 的 值 是 完全 没有 意义 的 。 

刚才 说 过 ， 概 率 是 指导 行动 的 依据 。 要 利用 概率 来 指导 行动 ， 需 要 
进行 思维 的 转换 。 

概率 是 按照 下 图 中 的 步骤 求 出 来 的 。 

但 是 ， 光 求 出 概率 的 值 还 不 够 。 还 要 问 一 问 ， 求 出 了 结果 又 怎样 ? 
求 出 概率 的 值 并 不 是 目的 。 

那 目的 是 什么 呢 ? 

目的 是 “ 猜 中 抽出 的 是 什么 牌 "。 以 “ 猜 牌 ”为 目的 , 就 需要 把 刚才 
的 步骤 倒 过 来 。 
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人 都 是 功利 主义 者 , 为 了 达到 目的 , 不 管 怎么 偷 换 概念 都 无 所 谓 。 例 
如 ， 在 刚才 扑克 牌 的 例子 中 ， 本 来 概率 是 多 次 抽 扑 克 牌 得 出 的 结果 ， 我 
们 却 把 它 当成 了 红 桃 、 方 块 、 黑 桃 、 梅 花 本 来 就 具有 的 性 质 。 

但 是 , 只 有 这 样 做 才能 “ 猜 出 扑克 牌 "。 也 就 是 说 , 认为 抽出 红 桃 的 
概率 是 而， 抽出 方块 的 概率 是 需 ， 抽 出 黑 桃 的 概率 是 二 ， 抽 出 梅花 的 
概率 是 而 ， 就 能 据 此 判断 抽出 的 牌 是 什么 牌 面 。 

人 是 先 思考 再 行动 的 动物 。 正 因为 如 此 ， 人 才 需 要 概率 。 


合 通 过 过 去 了 解 未 来 

下 面 我 们 来 看 看 实际 生活 中 概率 是 怎样 应 用 的 。 

我 们 最 熟悉 的 概率 ， 就 是 棒球 的 打率 。 

就 像 前 面 说 过 的 ， 打 率 是 把 已 知 的 结果 数字 化 ， 所 以 可 能 有 些 人 认 
为 不 能 算是 概率 。 确 实 如 此 , 不 过 ,打率 还 有 一 个 特点 ,承认 这 个 特点 ， 
才能 承认 它 也 是 概率 。 

这 个 特点 就 是 ， 打 率 是 根据 过 去 的 成 绩 来 猜测 现在 和 未 来 的 情况 。 

击 球员 站 在 打 席 上 打出 安打 的 可 能 性 ， 可 以 通过 过 去 的 成 绩 (打出 
安打 的 打 席 数 /总 打 席 数 ) 推测 出 来 , 这 就 是 打率 , 是 根据 过 去 的 情况 预 
测 将 要 发 生 的 事 。 

这 里 请 大 家 注意 ， 我 们 默认 了 过 去 、 现 在 、 未 来 有 相同 的 可 能 性 。 

这 就 是 前 面 说 到 的 概率 等 分 原则 , 也 就 是 “一 刀 切 "。 因为 谁 也 不 能 
保证 过 去 发 生 的 事 和 将 要 发 生 的 事 有 相同 的 可 能 性 。 

击 球 手 面临 的 状况 随 比 赛 进行 不 断 变化 。 对 方 的 投手 是 谁 ， 胞 又 员 
的 上 又 情况 ， 自 己 的 情况 等 。 严 格 来 说 ,每 个 打 席 、 每 个 球 ， 情 况 都 各 
不 相同 。 但 是 ,我 们 完全 无 视 这 些 差别 ,假设 “不 论 何 时 、 不 论 哪 个 打 
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席 都 一 样 ”。 这 个 假设 是 打率 成 立 的 根本 所 在 。 如果 不 承认 这 一 点 , 一 切 
就 都 不 成 立 。 

重要 的 是 ， 承 认 过 去 和 未 来 的 连续 性 。 要 预知 未 来 ， 只 有 参考 已 经 
发 生 的 事 。 

以 西雅图 水 手 队 的 铃木 一 郎 的 打率 为 例 , 他 和 亚 历 桑 那州 响尾蛇 队 
的 兰 迪 约翰逊 的 比赛 成 绩 是 多 少 ? 和 波士顿 红 袜子 队 的 贝 德 洛 ' 马 鲁 
奇 内 斯 的 比赛 成 绩 又 是 多 少 ? 8" 像 这 样 ， 先 把 过 去 所 有 打 席 的 情况 理 清 
楚 , 得 出 铃木 一 郎 的 安打 占 总 打 席 数 的 31.6%。 于 是 , 铃木 一 郎 站 在 1 号 
击 球 区 的 位 置 ， 不 论 过 去 还 是 现在 ， 打 出 安打 的 可 能 性 都 一 样 。 有 了 这 
个 前 提 ，31.6% 就 可 以 看 做 是 “铃木 一 郎 在 这 个 打 席 上 打出 安打 的 概率 
(打率 )”。 

不 过 ， 有 时 这 种 假设 并 不 成 立 ， 比 如 说 经 济 预测 。 社 会 经 济 状况 每 
分 每 秒 都 在 发 生变 化 。 这 时 ， 过 去 和 未 来 的 连续 性 就 无 法 保证 。 当 社会 
结构 发 生变 化 ， 各 种 相关 因素 也 发 生 巨 大 改变 时 ,就 不 可 能 再 根据 过 去 
的 成 绩 预 测 未 来 。 因 此 ， 经 济 预 测 都 靠不住 。 


数学 7 过 -人 》 
概率 这 个 概念 有 “一 刀 切 ”的 假设 前 提 , 又 在 思维 上 玩 了 小 把 戏 。 因 为 
没有 人 说 破 这 一 点 , 所 以 变 得 难以 理解 。 不 知道 这 些 , 就 不 可 能 理解 概率 的 
思维 方式 。 


@ 西 雅 图 水 手 队 、 亚 历 双 那州 响尾蛇 队 和 波士顿 红 袜子 队 都 是 美国 职业 棒球 联 
赛 中 的 知名 棒球 队 一 一 编者 注 。 


134 


这 样 想 ， 就 会 明白 教科 书 上 只 拿 掷 仍 子 举例 是 不 无 道理 的 。 虽 然 这 
种 例子 已 经 完全 不 合 时 宜 , 但 至 少 仍 子 掷 出 各 种 点 数 的 几率 不 论 过 去 还 
是 未 来 都 不 会 改变 。 因 此 ， 可 以 用 它 来 解释 概率 。 可 惜 的 是 ， 这 人 么 重要 
的 一 点 教科 书 却 并 没有 说 明白 。 


@ 慨 率 就 是 大 概 的 几率 

2003 年 10 月 29 日 ,运载 着 2 枚 间谍 卫星 的 H-IIA 火箭 六 号 机 ， 由 
于 火箭 推进 器 无 法 脱离 火箭 主体 ， 只 好 下 令 销毁 。 我 作为 JAXA (日 本 
宇宙 航空 研究 开发 机 构 ) 事故 调查 委员 会 的 一 员 ， 调 查 了 这 一 事故 。 

发 射 火 箭 时 会 出 现 许多 无 法 预知 的 事故 和 阻碍 。 发 射 以 前 ， 要 设想 
所 有 可 能 出 现 的 问题 ， 计 算 发 射 失败 的 概率 。 例 如 ， 假 设 : 

火箭 主 发 动机 出 现 问题 : 29 

防御 系统 出 现 问题 : 2% 

通信 系统 出 现 问题 : 1% 

火箭 推进 器 出 现 问题 : 1% 

发 射 时 出 现 问题 : 1% 

首先 ， 要 算出 所 有 可 能 出 现 问 题 的 概率 。 

要 想 出 所 有 可 能 引起 发 射 失败 的 问题 ,并 假设 这 些 问 题 都 是 独立 的 ， 
相互 没有 关联 。 接 着 ,把 所 有 问题 的 概率 加 起 来 ， 就 得 出 发 射 失败 的 概 
率 是 7%。 反 过 来 说 ， 发 射 成 功率 就 是 93%。 

“火箭 推进 器 出 现 问 题 ” 造 成 发 射 失败 的 概率 假设 是 1%。 调 查 结果 
显示 ， 推 进 器 的 一 个 喷嘴 的 内 壁 破 了 ， 高 温 天 然 气 喷 进 火箭 ， 破 坏 了 火 
箭 分 离 的 导线 。 在 相同 条 件 下 , 这 种 问题 不 一 定 会 出 现 。 100 次 中 只 会 出 
现 1 次 。 
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不 过 , 要 注意 1% 这 个 数字 。 也 有 可 能 100 次 中 1 次 也 不 会 出 现 问题 。 
归根 结 底 ， 概 率 只 是 个 大 概 的 数字 。 

还 要 注意 发 射 失败 率 7% 这 个 数字 。 概 率真 是 很 麻烦 ， 要 无 限 次 重 
复发 射 火 租 , 才能 得 出 7% 这 个 数字 , 这 谁 都 知道 。 但是, 实际 中 不 可 能 
无 限 次 重复 。 而且, 就 算 知 道 概率 是 7%, 也 不 知道 问题 什么 时 候 会 出 现 。 
7% 也 不 是 说 发 射 100 次 , 一 定 会 失败 7 次 。 可 能 1 次 也 不 会 失败 ,也 可 
能 连续 失败 3 次 。 

概率 中 有 个 “ 概 ” 字 ， 所 以 ， 就 要 大 大 砚 员 地 把 它 看 做 是 个 大 概 的 
数字 。 现 实 世 界 中 的 概率 ， 确 实 就 是 这 样 。 

话说 回来 ,火箭 发 射 失败 之 所 以 会 引起 社会 极 大 的 反响 ,是 因为 发 
射 火 箭 要 花费 大 量 资金 ， 而 这 都 是 纳税 人 的 钱 。 因 此 ， 为 以 防 万 一 ， 火 
箭 都 上 了 保险 。 

假设 发 射 一 次 H-IA 火箭 要 花费 100 亿 日 元 ， 并 且 上 了 保险 ， 那 么 
发 生 一 次 事故 保险 公司 就 要 向 JAXA 支 付 100 亿 上 日 元 的 赔偿 金 。 于 是 , 保 
险 公 司 根据 JAXA 算出 来 的 失败 概率 ， 算 出 


发 射 费 用 (100 亿 日 元 ) x 发 射 失败 概率 (7%)=7 亿 (日 元 ) 
一 次 发 射 最 低 收 7 亿 日 元 保险 金 。 从 长 远 来 看 ， 要 保证 保险 公司 付 得 出 
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掷 仙 子 和 抽 扑 克 牌 用 到 了 概率 等 分 原则 ,实际 生活 中 的 现象 要 分 几 个 方 
面 进行 概率 预测 .火箭 出 现 问题 的 概率 ,是 参考 过 去 采取 同类 技术 的 实验 结 
果 算出 来 的 。 
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赔偿 金 ， 交 保险 金 是 必要 的 ， 这 就 是 数学 上 的 “期 望 值 ”。 


【数学 7 人 :2 
期 望 值 一 般 是 指 希 望 发 生 的 事情 , 这 里 却 用 来 指 不 希望 发 生 的 事情 , 有 
点 奇怪 。 


对 保险 公司 来 说 ，7 亿 日 元 的 保险 金 不 值 一 提 。 可 是 一 旦 发 射 失败 。 
就 要 赔 100 亿 日 元 ， 因 此 大 意 不 得 。 为 了 赚钱 ， 保 险 公司 比 根据 概率 算 
出 的 金额 多 收 一 点 儿 ， 这 也 是 理 所 应 当 的 。 

如 果 火 箭 发 射 失败 的 话 ， 保 险 公 司 就 必须 赔钱 ， 于 是 有 人 说 ， 是 不 
是 概率 太 低 了 ，15% 才 差不多 。 宇 宙 开 发 的 经 费 和 概率 密切 相关 ， 风 . 险 
大 得 吓人 。 


【数学 1"'5 9 
说 得 俗 一 点 , 概率 就 是 为 赌博 找 理由 。 人 与 人 的 想法 干 差 万 别 , 赌博 时 
的 作风 也 各 不 相同 ,有 人 认为 概率 虽 低 但 只 要 中 了 就 能 赚 大 钱 ,也 有 人 认为 
不 大 赌 就 不 会 大 赔 。 因此 , 赌博 的 人 并 不 仅仅 看 概率 下 注 , 还 会 比较 猜 中 概 
率 的 所 得 和 猜 不 中 的 损失 。 因此, 要 比较 . 衡量 概率 和 赌 金 再 下 注 。 一 旦 下 
注 . 人 们 的 心中 概率 就 变 成 了 100%。 所 以 , 赌博 确实 可 怕 , 可 以 让 人 的 头 
脑 失去 冷静 。 


附录 1 直观 的 诀窍 在 于 默 记 和 心算 
经 常 有 人 问 我 “ 烟 村 老师 ,你 计算 起 来 又 快 又 准 , 有 什么 秘诀 吗 ?” 
甚至 有 人 说 :“ 你 算得 太 快 了 ， 这 不 是 寒 雁 我 们 吗 ? ”我 能 算得 这 么 快 ， 
原因 很 简单 。 基 本 数字 的 运算 结果 我 记得 深 瓜 烂熟 ， 心 算 就 行 。 现 在 我 
来 教 大 家 这 个 方法 。 请 大 家 先 记 住 ， 直观 的 诀窍 在 于 默 记 和 心算 。 


鲜 先 凑 整 ， 再 补 零 
比如 说 ， 我 们 来 算 17+34。 通 常 是 像 下 面 这 样 从 个 位 数 开始 运算 : 
1 7 1 7 
+ 34 一 是 一 3 4 
1 51 
这 样 来 运算 , 数字 简单 还 好 , 数字 变 复杂 以 后 , 算 起 来 就 会 很 麻烦 。 
进行 数字 运算 的 时 候 ， 先 凑 整 ， 再 补 零 是 必须 牢记 的 铁 的 原则 。 
还 是 拿 17+34 来 举例 。4 加 7 是 11， 把 多 出 来 的 1 放 在 一 边 。17 姿 
成 20, 34 变 成 30。20+30=50, 然后 加 上 刚才 的 1。 答案 就 出 来 了 , 是 51。 
计算 速度 快 的 人 就 是 这 样 心算 的 。 


便利 用 数字 的 特征 
我 们 再 来 算 17 x 23。 有 人 又 会 老 老 实 实地 从 个 位 开始 算 起 。 
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和 ,这 
x 2 3 
351 
391 


完全 按照 教科 书 上 教 的 方法 , 太 死板 了 。 数字 运算 可 以 自由 发 挥 , 只 
要 得 出 答案 就 行 了 ， 要 想 出 更 简便 的 方法 。 
比如 说 ， 可 以 这 样 在 心里 心算 ， 将 所 有 的 数字 都 变 成 个 位 是 零 的 整 
妆 。 于 是 ，17 就 变 成 了 20，23 也 变 成 20。 答 案 就 很 快 出 来 了 。 
17x23 = (20-3)X (20+3) 
=400-9 
=391 


算得 快 的 人 马上 就 能 看 出 套用 了 (atb) (a-b) =a*- bx, 于 是 他 们 若 无 
其 事 地 轻 轻 松 松 就 算出 来 了 。 中 数学 的 毒 越 深 , 越 无 法 这 样 灵活 运用 , 只 
会 老 老实 实地 一 步 一 步 算 。 要 记 住 ， 要 善于 利用 数字 的 特征 ! 
只 要 记 住 这 些 开 方 就 行 了 
只 要 记 住 VT 到 Vi6 的 开 方 就 行 了 。 记 住 了 这 些 ， 就 能 应 付 其 他 的 运 
算 。 
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V1l=1 

V2 = 1.41421356 
V3 = 1.7320508075 
V4=2 

V5 = 2.2360679 

V6 = 2.44949 

V7 = 2.64575 

V8 = 2XV2=2.82842 
V9 =3 

M0 = 3.16227766 


个 只 要 记 住 log,o2 和 1log,o3 就 OK 
只 要 记 住 logu2 和 log3 就 OKI! 其 他 的 都 可 以 计算 出 来 。 


log,o2=0.3010 
log,o3 =0.4771 


我 们 往 下 计算 。log 4 很 简单 。 


log,o4=logio (2 x 2) =log,o2+logio2=0.6020 
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利用 数 的 特征 来 计算 logo5。 把 5 凑 成 10， 对 数 就 变 成 了 1。5 凑 成 
10 要 乘 以 2， 于 是 就 变 成 下 面 这 样 : 


logio(5x2)=1 一 logo5+logi2=1 一 
log,o5+0.3010= 1 
也 就 是 
logo5 = 1- 0.3010 = 0.6990 
log,o6 也 简单 。 


log,o6 =logio(2x3)=1logio2+logio3 = 0.7781 
logio7 现在 还 不 好 算 ， 暂 且 放 在 一 边 。 
logio8 也 很 简单 。 
log,o8 =logo(2x2x2)=3xlogio2=0.9030 
知道 了 log,o8, 再 回 过 头 来 计算 logio7。 大 概 估计 一 下 , 应 该 是 在 log,,6 
和 1log 8 之 间 吧 。 


log,o7 ~ (log,o6 +log,u8) 二 2 
~ (0.7781+ 0.9030) + 2 
~0.8406 


正确 答案 是 0.8451。 不 过 在 实际 应 用 中 , 知道 这 个 近似 值 已 经 够 了 。 
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logo9 更 简单 。 
logio9 =logo(3X3) = logo3+log,o3 = 0.9542 


像 这 样 ， 只 要 记 住 logu2 和 1logu3 就 OK 了 ! 


人 @ 记 住 2 的 乘 方 
我 们 经 常用 到 2 的 倍数 。 记 到 2" 就 够 了 ， 剩 下 的 不 用 记 。 


2=1 2=64 
21=2 27=128 
2=8 2:=256 
24=16 2?=512 
2% =32 20=1024 


特别 的 是 2 为 1024， 很 接近 1000， 所 以 有 时 为 了 方便 ， 也 记 做 ， 
2 ~ 10 


会 记 住 这 些 平方 


记 住 1~20 的 平方 很 有 有 用。 可 惜 的 是 ， 很 多 人 只 记 到 10 的 平方 ， 过 
了 10 就 反应 不 过 来 了 。 死记 硬 背 有 时 也 有 好 处 , 特别 是 对 工作 中 要 用 到 
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数字 的 人 来 说 , 更 是 必需 。 虽 说 如 此 , 我 自己 也 只 记 到 了 16, 真 不 好 意思 。 


1P2=121 16:=256 
122=144 17’=289 
132=169 182 =324 
14*=196 19 =361 
15?=225 20 =400 


即使 忘记 了 其 中 一 个 ,也 不 用 担心 ,看 看 前 后 的 数字 也 大 致 可 以 猜 
出 来 。 例如 , 忘 了 17? 是 多 少 , 因为 16=256、18*=324, 就 可 以 猜 出 大 约 
是 300。 准确 答案 是 289。 不 过 在 实际 中 , 回答 300 就 够 了 。19 在 18:=324 
和 20?=400 之 间 ， 可 以 猜 出 大 约 是 360。 准 确 答案 是 361。 如 果 忘 了 ,也 
可 以 像 这 样 轻 轻松 松 猜 出 大 概 值 。 

至 于 是 否 准 确 ， 可 以 回 过 头 再 来 确认 。 刚 开始 不 要 拘泥 于 细节 ， 要 
大 胆 训 练 自 己 猜 答案 的 能 力 ， 这 才 是 实际 应 用 中 的 运算 铁 则 。 


全 加 1 相 乘 
下 面 教 大 家 怎么 算 15?、25?、35?、45*、55?、65?、75?、85?、95’。 
例如 ， 心 算 65*。 步 骤 如 下 ， 


1. 先 看 65 中 的 6。 

2.6 加 上 1。6+1=7。 

3. 用 6 乘 以 7。6 x 7=42。 

4. 42 的 后 面 写 上 25， 就 是 4225。65? 就 是 4225。 


按 这 个 方法 算 一 遍 15? 一 95?。 


15°=225 (OO 1 一 @1l+l=2 一 91x 2=2 一 @225) 
25"=625 ” (@O 2 一 @2+1-3 一 92x3=6 一 @625) 
35 =1225 (@® 3—@®3+1=4—®4x 3=12— © 1225) 
45"=2025 剩 下 的 大 家 可 以 自己 做 了 ! 

5S5?=3025 

652=4225 

75:=5625 

85:=7225 

95:=9025 


全 多 一 们 或 者 少 一 半 无 所 谓 ， 但 不 能 相差 太 悬 殊 
这 样 ,没有 计算 机 我 们 也 能 大 概算 出 数字 的 平方 了 。 例 如, 计算 67?。 


1. 前 面 我 们 记 住 了 65*=4225,，70?=4900。 
2. 两 者 相 减 。4900- 4225= 675。 

3. 得 出 的 数字 除 以 5。675 + 5=135。 

4. 得 出 的 数字 再 乘 以 2。135 x 2=270。 

5. 加 上 4225。270+4225=4495 

6. 答案 就 是 4495。 


用 计算 机 算 算 看 , 答案 错 了 吗 ? 是 的 ,准确 答案 应 该 是 4489。 不 过 ， 
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我 刚才 说 了 ， 不 要 拘泥 于 细节 ， 要 大 胆 训练 自己 猜 答案 的 能 力 。 像 我 这 
样 的 技术 工作 者 ， 遵 守 的 原则 是 “可 以 多 一 倍 或 者 少 一 半 ， 但 不 能 相差 
太 悬 殊 "， 只 要 能 做 到 这 一 点 ,不 知道 准确 的 数字 也 无 所 谓 。 一 句 话 ， 猜 
出 大 概 结果 就 可 以 了 。4495 和 4489 并 没有 多 大 差别 。 

不 能 认可 这 一 点 的 人 ， 请 看 下 图 。 刚 才 我 运用 的 这 种 计算 方法 叫做 
直线 补 全 计算 法 。 


65 67 70 
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附录 2 自己 算出 来 


全 不 准 说 “不 知道 ”"、“ 查 查看 ” 

不 知道 具体 数量 时 ,， 很 多 人 会 说 “让 我 去 查 查看 ”。 碰 到 这 种 人 , 我 
就 会 想 :“ 没 有 工具 就 什么 都 干 不 成 了 吗 ? 真 可 笑 。 

例如 , 说 到 “ 铁 的 热膨胀 率 "， 大 多 数 人 马上 就 会 说 “ 谁 知道 呀 ”, 其 
实 不 是 这 样 的 。 即 使 不 知道 ， 也 一 定 有 办 法 知道 。 

我 们 坐 火 车 的 时 候 ， 听 到 火车 发 出 “ 哈 当 ， 哈 当 ” 的 声音 ， 那 是 火 
车 经 过 铁轨 接口 处 的 空隙 发 出 的 声音 。 为 什么 会 有 空隙 呢 ? 那 是 因为 铁 
轨 受 热膨胀 。 大 家 没 看 过 铁轨 弯曲 后 的 照片 吧 。 铁 轨 之 所 以 弯曲 是 因为 
铁轨 的 空 阶 太 小 ， 受 热膨胀 后 导致 铁轨 发 生 挤 压 变 形 。 

接着 我 们 就 想到 了 铁 的 热膨胀 率 。 把 弯曲 的 铁轨 和 “ 哈 当 、 哈 当 ”的 
声音 结合 起 来 ， 是 不 是 就 能 算出 热膨胀 率 呢 ? 手边 没有 书 ， 也 没有 计算 
机 ， 没 有 任何 工具 ， 但 我 们 还 是 可 以 算出 来 。 调 动 一 切 可 利用 资源 ， 我 
们 来 尝试 一 下 。 

铁轨 都 很 长 ， 几 百 米 的 铁轨 不 是 完整 的 一 根 铁轨 。 首 先 ， 必 须要 能 
和 运 到 建筑 现场 。 那 么 , 一 根 铁轨 多 长 比较 好 呢 ? 如 果 是 50 米 长 的 话 ,很 
可 能 会 发 生 弯曲 或 者 其 他 偏差 ， 那 就 减 一 半 ，25 米 吧 。 

我 们 不 知道 铁轨 间 的 空隙 有 多 大 。 但 肯定 不 是 1 毫米 。 如 果 是 10 厘 
米 ， 又 会 脱轨 ， 那 就 定 为 1 厘米 吧 。 
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在 烈日 炎炎 的 夏天 ， 铁 轨 会 变 弯曲 ， 这 很 容易 想象 。 摸 摸 汤 手 的 汽 
车 发 动机 置 就 知道 了 。 不 过 ， 汤 手 究竟 有 多 少 度 ， 我 们 不 知道 。 应 该 是 
比 洗澡 水 还 热 一 点 。 平 时 洗澡 水 多 少 度 我 们 是 知道 的 , 大 概 是 42 立 或 是 
43C 。 那 就 取 43 忆 到 100 忆 的 中 间 值 ，70 人 C 。 

同时 , 想象 一 下 铁轨 收缩 的 情况 。 东京 冬天 的 早晨 大 约 有 0TC 。 这 样 
一 来 , 夏天 膨胀 的 时 候 和 冬天 收缩 的 时 候 , 铁轨 的 温差 达到 了 70C。 也 
就 是 说 ，70C 的 热量 才 使 铁轨 伸缩 了 1 厘米 (0.01 米 )。 

现在 万 事 俱 备 ， 只 欠 东 风 。 热 膨胀 率 用 a 可 以 这 样 表示 


1 ~_0.01l 
25 70 


=6x10s(C) 


号 殊 。 
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像 这 样 ， 仔 细 观 察 身边 的 现象 ， 调 动 自己 所 有 的 知识 ， 即 使 是 不 知 
道 的 数字 ， 也 一 定 有 办 法 推算 出 来 。 在 日 常生 活 中 跟 数 字 打 交道 时 ， 这 
一 点 很 重要 。“ 不 查 不 知道 ”只 是 在 为 自己 不 动脑 筋 找 借口 。 

因此 ， 要 想 理解 、 运 用 、 创 造 ， 就 要 调动 自己 的 积极 性 。 在 创造 活 
动 中 禁止 说 “不 知道 "。 不 要 偷懒 ， 自 己 算出 想 要 的 数据 。 


全 不 要 拘泥 于 教条 
要 怎么 求 贺 的 面积 呢 ? 假设 直径 是 D， 大 多 数 人 会 套 公式 


TD 
(3)? 
且慢 ,每 次 都 要 计算 下 多 麻烦 。 不 如 一 次 算 好 ， 记 住 就 是 


0.785 D? 


785 这 个 数字 很 奇妙 , 比如 , 铁 的 比重 是 7.85, 原油 的 平均 比重 是 0.785， 
都 是 7、8、5。 世 界 上 就 是 有 这 种 奇怪 的 数字 。 总 之 把 它 记 住 ,有 百 利 而 
无 一 害 。 


EEEERER2DED 
铁 的 热膨胀 率 对 机 械 设 计 者 来 说 是 必 不 可 少 的 数据 。" 不 知道 就 不 够 
格 ! ” 教 给 大 家 一 个 死记 的 方法 。“10 厘米 .1 度 . 1 微米" ， 就 是 说 , 温度 


上 升 1'C ,10 厘 米 的 铁 膨胀 1 微米 。 记 住 这 样 的 数据 很 有 用 。 而 不 知道 的 时 
候 就 要 开动 脑筋， 这 很 重要 1! 
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那么 ， 圆 的 面积 也 能 用 这 个 公式 计算 吗 ? 当然 可 以 。 不 过 不 用 这 人 么 
麻烦 , 把 圆 看 成 四 边 形 , 然后 计算 , 结果 也 差不多 。“ 可 以 多 一 倍 或 减 一 
半 ”， 这 样 想 的 话 就 没 问题 了 。 如 下 图 ， 剪 掉 四 边 形 的 4 个 角 : 


j° 


要 剪 掉 多 少 ? 目测 一 下 ， 大 概 是 方 。 假 设 四 边 形 的 边 长 为 1， 剪 掉 
的 4 个 角 的 面积 是 : 


1 1 1 2 
人 X (5) (z) x4= ~ 0.22 
3 3 2 9 
四 边 形 的 面积 减 掉 这 个 值 ， 就 是 圆 的 面积 。 


1— 0.22=0.78 


怎么 回 事 ? 又 是 0.78， 这 个 数字 还 真 像 幽 灵 一 样 ， 无 处 不 在 ! 
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NR 
AE f 
/ \ 
\ / 


Tt 是 圆周 率 ,为 什么 会 出 现在 面积 里 ? 仔细 想 想 觉得 很 不 可 思议 。 要 
知道 原因 ， 请 把 圆 像 切 蛋糕 一 样 切 开 。 尽 量 切 成 小 块 ， 最 后 把 它 展开 。 


ETI: 


【 娄 学 1 和 "了 
切 掉 四 边 形 的 4 个 角 得 到 圆 , 在 建造 日 本 伊 势 神 宫 的 华表 时 用 到 过 这 个 
方法 。 先 把 圆 木 切 成 方 材 , 然后 切 掉 角 。 最 开始 是 切 成 八角 形 , 最 后 切 成 了 
三 十 二 角形 。 然后 用 刨 子 刨 成 圆柱 。 现在 都 用 车 床 来 加 工 ， 已 经 不 再 采用 这 
种 方法 了 。 
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xD 


展开 以 后 , 下 边 长 是 XD。 因为 每 块 都 很 细 , 边 长 和 高 基本 相等 , 即 
中 。 把 所 有 三 角形 的 面积 加 起 来 ， 就 是 


圆 的 面积 里 就 出 现 了 r。 

计算 圆 的 面积 时 ， 不 要 教条 地 、 反 射 性 地 想到 公式 (于 ) D?。 要 开 
动脑 筋 ， 在 脑 中 浮现 出 这 样 的 模型 ， 这 一 点 很 重要 。 死 记 硬 背 、 不 动脑 
筋 是 不 行 的 。 应 该 仔细 观察 周围 的 事物 ， 利 用 各 种 资源 , 思考 怎样 算出 
自己 需要 的 数值 。 
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Q&A 为 什么 不 懂 数 学 


为 了 写 这 本 书 ， 我 从 现在 工作 的 工学 院 大 学 “ 抓 ”来 3 个 学 生 ， 前 
后 2 年 ， 足 足 办 了 36 次 “ 烟 村 数学 私 训 "。 每 堂 课 大 概 3 小时， 总 共 上 
了 110 小 时 的 课 。 我 自己 觉得 挺 得 意 ， 可 说 不 定 学 生 们 心里 都 在 想 :“ 真 
受 不 了 这 位 老 先生 ! ”课程 时 间 太 长 ,不 知 不 觉 地 ， 学 生 们 都 已 经 大 学 
毕业 ， 跨 人 社会 了 。 

不 过 ， 通 过 跟 他 们 交流 ， 我 倒是 亲 耳 听 到 了 他 们 对 数学 的 牢骚 和 埋 
怨 ( 这 些 牢 骚 和 埋怨 都 很 有 道理 )。 由 此 引起 了 我 的 思考 , 我 把 它们 写 进 了 
这 本 书 里 。 所 以 ， 没 有 他 们 的 协助 ， 这 本 书 绝对 写 不 出 来 。 

猪 冢 真 产 、 川 上 宽 弘 、 须 山 裕 次 ， 这 次 真是 多 谢 了 1! 

还 有 很 多 话题 没有 写 进 这 本 书 ， 就 这 样 丢 掉 实在 可 惜 。 因 此 我 请 岩 
波 书 店 的 编辑 们 编 了 这 个 小 节 。 

题目 就 是 ， 为 什么 不 懂 数 学 。 

其 中 或 许 有 不 当 之 处 ,还 请 各 位 多 多 见谅 。 


@ 为 什么 不 懂 数 学 (理由 一 ) 

烟 村 : 为 什么 不 懂 数 学 ? 理由 一 ， 就 是 学 校 教 的 数学 不 能 让 大 家 接 
受 。 也 就 是 说 ， 就 算 大 家 想 弄 慌 ， 学 校 的 教 法 也 很 难 让 大 家 接受 。 教 科 
书 上 再 三 强调 “这 就 是 微分 “微分 很 重要 "， 勉 强 举 出 个 例子 ,拼命 叫 
学 生 “ 理 解 、 理 解 ”, 但 学 生 却 理解 不 了 。 因 为 学 生 不 能 把 自己 脑子 里 的 
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东西 和 要 学 的 东西 对 上 号 。 没 有 真实 感 ， 就 不 能 接受 。 

“不 能 接受 ”， 就 是 接受 信息 的 大 脑 中 的 模板 ， 跟 灌输 的 信息 对 不 上 
号 ,这 一 点 很 关键 。 数 学 老师 们 似乎 都 以 为 只 要 按 逻 辑 顺序 一 步 一 步 来 ， 
就 自然 而 然 水 到 渠 成 会 理解 了 。 其 实 不 然 , 所 谓 “ 理 解 " 到 底 是 什么 呢 ? 
对 于 事物 大 脑 中 预先 有 一 个 “模板 ”, 也 就 是 这 个 人 的 “思考 的 脉络 ”外 
来 信息 和 模板 正好 对 上 号 ， 于 是 就 “理解 ”了 。 

按 逻 辑 顺 序 一 步 一 步 来 就 自然 而 然 能 理解 , 这 是 沉浸 于 形而上学 理 
论 的 论调 ， 绝 对 是 错误 的 。 对 我 们 这 些 普通 人 来 说 ,这 种 方法 是 行 不 通 
的 。 因 为 我 们 脑 中 有 现成 的 “思考 的 脉络 ”，“ 因 为 什么 ， 所 以 什么 于 
是 什么 ”, 这 种 潜意识 中 的 “模板 ”和 接受 的 信息 如 果 正 好 能 对 上 号 , 人 
们 就 会 想 :“ 啊 ， 我 民 了 1! ” 

不 懂 数学 ， 是 因为 老师 只 作 了 形而上学 的 理论 解释 ， 跟 大 家 脑 中 的 
模板 对 不 上 号 。 


脑 中 的 信息 


和 模板 对 得 上 
号 吗 


SF 


外 界 的 事物 
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学 生 :“ 潜 意识 ”是 说 我 们 自己 意识 不 到 “模板 ”的 存在 吗 ? 

烟 村 : 对 ,我 们 自己 意识 不 到 。 这 种 连 我 们 自己 都 意识 不 到 的 东西 
是 怎么 产生 的 呢 ? 是 从 行动 中 产生 的 。 思考 也 是 一 种 行动 , 动脑 、 动手 、 
观察 都 是 “行动 ”。 

还 有 一 点 也 很 重要 ， 人 的 理解 力 取决 于 通过 行动 产生 了 多 少 模板 。 
不 是 知识 , 也 不 是 经 验 , 而 是 取决 于 采取 了 多 少 行动 , 脑 中 有 多 少 模板 。 
它 决定 了 理解 的 深度 和 速度 。 

理解 力 超常 的 人 , 可 以 一 边 在 脑 中 制造 模板 , 一 边 吸收 外 来 的 信息 。 
他 们 脑 中 有 各 种 各 样 的 模板 。 接 收 来 的 信息 总 会 和 其 中 一 个 模板 对 上 号 ， 
于 是 就 理解 了 。 他 们 并 不 是 接收 信息 后 ， 再 在 脑 中 制造 模板 。 

因此 , 懂 数 学 还 是 不 懂 数 学 , 都 取决 于 脑 中 有 没有 模板 ,有 多 少 模板 。 
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问题 的 关键 在 于 ， 从 外 界 接收 的 信息 是 否 跟 脑 中 已 经 形成 的 模板 对 
上 号 。 之 所 以 说 教 数学 时 生活 的 感觉 很 重要 ， 也 是 这 个 原因 。 因 为 模板 
是 在 日 常生 活 中 制造 出 来 的 。 

换 名 话说， 思考 不 是 构建 理论 ， 而 是 寻找 与 经 验 对 得 上 号 的 模板 。 

我 在 一 开始 就 说 过 ， 学校 里 教 的 东西 和 大 家 脑 中 的 东西 有 差距 ,这 
说 明 大 家 没有 找到 合适 的 模板 。 其 实 , 模板 已 经 在 你 脑子 里 了 ， 大 家 脑 
子 里 一 定 都 有 。 承 认 自 己 “ 不 知道 ”似乎 是 一 件 羞耻 的 事 ， 会 让 你 觉得 
自卑 ， 其 实 完全 没有 必要 这 样 想 。 是 教科 书 和 老师 的 教 法 不 对 ， 学 生 完 
全 可 以 要 求 :“ 请 你 们 采用 一 种 更 符合 我 们 思维 的 教 法 ! “” 


人 @ 为 什么 不 懂 数 学 (理由 二 ) 

烟 村 :“ 不 懂 数 学 " 的 第 二 个 理由 , 是 形式 逻辑 式 的 说 明 方法 不 符合 
大 脑 的 运作 习惯 。 

这 样 说 大 家 可 能 不 知道 是 什么 意思 。 一 般 的 逻辑 是 这 样 的 :“ 因 为 A 
所 以 B， 如 果 B 就 会 出 现 C。 如 果 C 就 会 出 现 Ds” 这 就 是 形式 逻辑 。 

可 是 ,我 们 自己 思考 的 时 候 ， 从 A 出 发 ,不 一 定 得 到 B， 可 能 是 B' ， 


也 so 


ae<e<o 


pe ? , 
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可 能 是 B” ， 也 可 能 是 完全 不 相干 的 东西 。 因 此 就 不 知道 选 哪 一 个 了 。 

但 是 ,形式 逻辑 完全 无 视 这 些 疑 惑 ,“ 因 为 A 所 以 B, 如 果 B 就 会 出 
现 C。 如 果 C 就 会 出 现 D"。 一 般 人 会 产生 怀疑 :“ 真 的 吗 ? ”但 数学 老 
师 们 一 定 会 说 :“ 当 然 是 这 样 ， 这 是 理所当然 的 .” 完 全 无 视 大 家 提出 的 
疑问 “会 不 会 是 B' 呢 " 。 "为 什么 一 定 是 B? 怎么 知道 就 一 定 是 B? ”有 
人 这 样 问 的 话 , 老师 就 会 不 耐烦 地 说 :“ 因 为 A 所 以 B, 如 果 B 就 会 出 现 
C。 如 果 C 就 会 出 现 D， 这 符合 逻辑 。 没 有 为 什么 。” 于 是 就 不 管 三 七 二 
十 一 教 给 学 生 。 

可 是 , “可 能 是 B', 也 可 能 是 B””, 这 些 想 法 在 学 生 脑 海里 挥 之 不 去 。 
这 样 一 来 ， 大 脑 就 无 法 遵循 A 一 B 一 C 一 DD 的 思路 了 。 而 且 ， 实际 上 ， 
人 们 一 听 到 和 就 会 直接 得 出 D 的 结论 。 没 根 没 据 ， 就 这 么 跳 过 去 。 之 所 
以 这 样 是 因为 人 们 从 行动 中 积累 了 不 少 经 验 , 脑 中 已 经 积累 了 很 多 模板 。 
因此 ， 即 使 没有 B 和 C， 也 能 从 A 跳 到 D。 


”AR 


链接 链接 


勉强 搬出 形式 逻辑 ， 只 会 让 人 产生 种 种 疑惑 :“ 可 能 是 B' "、“ 会 不 
会 是 B'”。 

麻烦 的 是 , 形式 逻辑 往往 和 现实 不 相 容 。 例 如, 对面 有 东西 飞 过 来 。 
谁 都 知道 “ 撞 上 了 会 疼 ”, 会 尽量 避 开 。 按照 形式 逻辑 ,就 变 成 了 “有 东 
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西 飞 过 来 。 速 度 是 多 少 ， 将 会 落 到 这 里 。 撞 着 了 可 能 会 死 。 因 此 ， 必 须 
要 躲 开 "。 脑 中 如 果 要 进行 这 么 复杂 的 推理 , 人 类 肯定 早 就 灭绝 了 , 有 东 
西 飞 过 来 ， 不 管 三 七 二 十 一 赶快 租 开 。 因 此 ， 人 类 才能 活 到 现在 。 


学 生 : 等 一 下 ， 老 师 。 是 不 是 只 要 得 出 D 就 行 了 呢 ? 

烟 村 : 这 个 问题 嘛 , 我 只 是 说 “现实 中 发 生 的 事 不 能 都 用 形式 逻辑 
来 推理 ”"”， 不 是 说 形式 逻辑 完全 没 用 处 。 

关键 在 于 要 反 过 来 思考 。 形 式 逻 辑 遵 循 A 一 B 一 C 一 DD 的 顺序 , 是 
后 来 总 结 的 。 如 果 说 就 是 按 这 个 顺序 进行 推理 的 ， 那 是 谎话 。 

实际 情况 是 , 听 到 A, 脑 中 马上 跳出 结论 D。 根据 结 果 D 逆 推 , D 一 
C 一 B 一 人 ， 理 出 事物 之 间 的 关联 ， 然 后 ， 若 无 其 事 地 推出 A 一 B 一 C 
一 DD 的 逻辑 顺序 ， 真 狐 独 。 数 学 老师 们 绝 不 会 挑 明 这 一 点 。 何 止 是 不 挑 
明 , 他 们 的 头脑 受 形式 逻辑 束 陶 已 入 , 自然 地 就 认同 了 A 一 B 一 C 一 DD。 

但 是 , 思考 事情 的 时 候 , 能 一 下 子 理 清 A 一 B 一 C 一 DD 的 都 是 数学 
天 才 。 恐怕 天 才 都 难以 做 到 , A 一 B 一 C 一 D 是 天 才 揭 示 出 本 质 之 后 , 后 
人 整理 出 来 的 思路 。 

形式 逻辑 被 赞誉 为 结构 严密 、 构 造 精致 ， 但 按 这 种 方法 教 数 学 真是 
要 不 得 。 我 们 普通 人 的 头脑 不 适应 这 种 思维 方式 ,我 们 的 思维 方式 是 与 
之 相反 的 。 

一 定 要 教 形式 逻辑 ， 那 就 不 要 只 说 漂亮 话 ， 要 揭示 概念 是 怎么 被 创 
造 出 来 的 ， 从 根本 上 挖掘 思考 的 脉络 。 不 这 样 的 话 就 不 能 适应 我 们 大 脑 
的 运作 方式 。 

老师 和 学 生 的 思路 不 同 , 这 使 我 们 觉得 “不 懂 数 学 ” 进而 对 数学 产 
生 厌 恶 。 而 数学 老师 们 则 会 想 :“ 这 群 学 生 ， 连 这 都 不 懂 。” 
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那么 ,我们 普通 人 的 大 脑 是 怎样 运作 的 呢 ? 刚才 说 过 , 听 到 A 马 上 
会 想到 D。 然 后 想 “D 成 立 只 要 满足 C 就 可 以 了 ,要 满足 C 有 B 就 可 以 
了 ，B 成 立 需 要 条 件 A”, 这 种 思考 路 径 叫 做 “思考 链 ”"， 它 是 和 形式 逻 
辑 反 方向 进行 的 。 

“思考 链 ” 的 优点 在 于 毫 不 勉强 、 自 然而 然 地 进行 思维 。 从 A 出 发 ， 
有 很 多 可 能 性 ， 要 一 个 一 个 确认 才能 前 进 。 但 是 ， 如 果 反 过 来 从 D 出 发 
逆 推 ， 就 简单 多 了 。 大 脑 一 般 是 这 样 逆 推 的 。 

虽然 普通 人 的 脑子 是 这 样 运作 的 ， 数 学 课 上 却 非 要 我 们 依照 逻辑 ， 
从 A 到 B,， 从 B 到 C， 从 C 到 D。 确实， 从 数学 的 角度 出 发 ,这 是 正确 
的 。 但 这 对 “理解 数学 ” 却 毫 无 用 处 ， 完 全 派 不 上 用 场 ， 完 全 掌握 不 了 
也 就 无 法 应 用 。 

尽管 如 此 ， 数 学 老师 还 一 味 强调 “数学 中 最 重要 的 就 是 逻辑 ”"、“ 不 
会 数学 就 不 会 进行 逻辑 思考 ”。 根 本 不 是 这 么 回 事 。 逻辑 思考 确实 很 重要 
很 必需 , 但 跟 “ 理 解数 学 "、“ 掌 握 数 学 "、“ 使 用 数学 ”完全 是 两 码 事 。 这 
一 点 很 多 人 不 明白 。 

数学 书 上 满 篇 都 是 形式 逻辑 ， 这 也 无 可 指责 。 可 是 ， 这 样 就 “理解 
数学 ”了 吗 ? 还 是 没有 。 按 形式 逻辑 思考 ， 人 们 就 会 产生 疑问 :“ 为 什么 
只 能 是 B? 为 什么 不 是 B“、B”，, 或 是 其 他 答案 ? ”大 脑 就 是 有 这 么 多 疑 
问 。 

我 见 到 的 是 ， 越 聪明 、 越 优秀 的 孩子 越 会 产生 疑问 。 但 是 ,数学 书 
只 给 了 一 个 答案 ， 那 就 是 B。 完 全 无 视 学 生 所 产生 的 种 种 疑问 ， 粗 暴 地 
给 出 标准 答案 :“ 就 是 B。” 

想到 了 B’ 和 B" 的 孩子 ， 被 标准 答案 堵 住 了 思路 。 于 是 ， 他 们 就 一 
^ 劲 地 想 为 什么 只 能 是 B， 教 学 就 进行 不 下 去 了 。 老 师 再 说 什么 也 得 不 
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到 回应 。 有 些 孩子 是 因为 不 理解 所 以 不 能 作出 回应 ， 还 有 很 多 孩子 理解 
了 也 宁愿 保持 沉默 。 教 学 不 应 该 是 单方 面 的 灌输 ， 老 师 应 该 了 解 孩子 的 
想法 。 

聪明 的 孩子 会 从 A 直接 跳 到 D。 可 是 ,老师 一 个 劲 儿 要 求 他 遵循 A 
一 B 一 C 一 DD 的 顺序 , 于 是 他 就 会 一 个 不 落地 考虑 包括 B 在 内 所 有 的 可 
能 性 。 

可 是 ， 想 来 想 去 ， 也 不 知道 为 什么 A 一 定 会 得 出 B。 于 是 ,就 在 这 
里 迷惑 了 。 别 说 是 D 了 ， 连 B 都 得 不 出 来 。 

他 们 内 心 也 想 直 接 跳 到 D。 但 是 , 被 形式 逻辑 五 花 大 绑 缚 住 了 手脚 ， 
不 能 动弹 ， 苦 不 堪 言 。 

更 可 怜 的 是 , 这 些 造成 孩子 迷茫 和 痛苦 的 罪魁 祸首 都 披 着 正义 的 外 
衣 。 本 来 孩子 的 想法 是 正确 的 ， 却 认为 跟 不 上 教学 是 自己 的 错 , 产生 了 
自卑 感 ， 觉 得 自己 脑子 笨 。 

形式 逻辑 的 教学 ， 把 很 多 聪明 孩子 变 成 了 繁 孩子 。 我 认为 这 很 要 不 
得 。 本 来 孩子 们 会 有 很 多 有 趣 的 发 现 ， 却 被 形式 束缚 住 了 。 


学 生 : 这 样 学 生 会 很 难受 。 

烟 村 : 是 啊 。 而 且 , 从 来 没有 人 指出 这 一 点 。 我 觉得 大 家 不 诚实 。 所 
以 ， 大 家 就 都 讨厌 数学 ， 更 不 懂 数 学 了 。 

拿 我 自己 来 说 , 我 小 时 候 很 喜欢 数学 。 但是, 我 喜欢 的 是 自己 思考 ， 
讨厌 形而上学 的 理论 。 

本 书 第 1 章 讲 到 过 ， 我 小 学 六 年 级 时 ， 教 数学 的 加 茧 老师 曾 在 课堂 
上 讲 过 这 样 的 话 :“ 这 里 站 着 一 个 人 , 对 面 有 座 山 。 山 和 人 之 间 有 一 根 电 
线 杆 。 已 知 电线 杆 的 高 度 、 电 线 杆 和 人 之 间 的 距离 。 怎 样 知道 山 的 高 
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度 ? ”这 段 话 直到 现在 我 还 记得 。 

加 茧 老师 说 :“ 两 个 三 角形 相似 (虽然 他 没有 用 “相似 ' 这 个 词 ), 只 
要 知道 山顶 正 下 方 到 人 的 距离 , 就 能 算出 山 的 高 度 。" 班 里 的 同学 都 接受 
了 这 个 说 法 , 但 我 却 充满 疑惑 。 老 师 问 :“ 烟 村 , 怎么 回 事 ? ”我 问 老师 : 
“ 山 和 人 的 距离 怎么 测 ? 是 不 是 要 挖 隧道 ? ”老师 肯定 觉得 我 很 讨 人 嫌 ， 
因为 我 还 钼 牛角 尖 追 根 究 底 :“ 就 算 挖 隧道 , 什么 时 候 知道 挖 到 山顶 正 下 
方 了 呢 ?” 

但 是 ,这么 想 是 很 重要 的 。 要 自己 开动 脑筋 思考 老师 的 说 法 到 底 
对 不 对 。 


学 生 ， 也 就 是 说 ， 少 年 烟 村 把 数学 问题 当成 了 实际 问题 。 

烟 村 : 是 啊 。 我 这 边 在 拼命 想 怎 么 测 距离 ， 老 师 却 在 讲 纯 逻 辑 的 东 
西 。 老 师 要 教 的 是 理论 ， 所 以 才 举 出 这 种 奇怪 的 例子 。 

如 果 要 教理 论 ， 可 以 举 别 的 合适 的 例子 ， 不 要 举 挖 隧道 的 例子 。 这 
样 学 生 也 好 理解 ， 因 为 举 的 例子 不 合 实际 ， 才 会 出 现 问题 。 所 以 我 曾 对 
老师 说 :“ 老 师 ， 这 样 可 不 行 啊 ! ” 

我 这 么 说 , 并 不 是 对 老师 有 政 对 情绪 。 而 是 因为 我 一 直 以 来 都 是 自己 
动脑 筋 理解 问题 多 思考 , 才能 理解 思考 就 是 自己 在 脑子 里 制造 “模板 "。 


161 


自己 动脑 筋 ， 就 会 发 现 老师 的 漏洞 。 不 能 做 到 这 一 点 的 孩子 ， 只 能 
按照 由 A 到 B, 由 B 到 C, 由 C 到 DD 的 顺序 前 进 , 知 其 然 不 知 其 所 以 然 ， 
最 终 还 是 没 能 理解 。 

一 个 班 有 几 十 个 学 生 ， 老 师 也 很 辛苦 ， 不 过 , A 一 B 一 C 一 D 这 种 
死板 的 教 法 ， 早 晚 弄 得 大 家 都 讨厌 数学 。 如 果 说 数学 只 是 理论 ， 与 现实 
生活 没有 联系 ， 那 没有 人 喜欢 是 正常 的 ， 但 实际 上 不 是 这 样 的 。 


学 生 : 确实 是 单方 面 的 填 鸭 式 教 育 ， 老师 只 教 自己 想 教 的 东西 ,不 
顾 学 生 的 感受 。 

烟 村 : 就 我 看 来 , 数学 教学 是 粗暴 地 把 形式 化 的 东西 灌输 给 学 生 ,但 
是 , 越 是 灌输 , 学 生 越 有 抗拒 感 。 像 我 这 样 没有 耐心 的 家 伙 肯 定 会 大 叫 : 
“ 受 不 了 了 ! 不 学 了 ! ”觉得 上 课 很 无 趣 ， 就 完全 不 听讲 了 。 

不 过 ， 我 很 喜欢 数学 、 物 理 这 种 可 以 开动 脑筋 思考 问题 的 科目 ， 基 
本 上 是 自己 动脑 筋 思 考 学 习 的 ， 在 老师 教之 前 就 已 经 弄 懂 了 。 

可 是 ， 太 沉迷 于 数学 脑子 会 变 得 不 正常 ， 连 吃饭 都 不 会 了 。 最 后 父 
亲 说 :“ 你 不 能 再 埋头 学 习 了 。” 


学 生 : 您 那 时 候 成 绩 怎 么 样 ? 
烟 村 : 初中 三 年 级 以 前 是 中 等 ， 到 三 年 级 快 结束 时 变 成 了 第 一 名 。 


学 生 : 那 是 因为 ， 像 老师 刚才 说 的 ， 您 脑子 里 储存 了 很 多 模板 吧 。 
烟 村 : 大 概 是 吧 。 我 初中 三 年 级 以 前 ， 都 是 放学 了 就 去 玩 儿 ， 回 家 
吃 完 晚 饭 就 睡觉 。 晚上 9 点 就 睡 了 , 早上 也 从 没有 过 了 9 点 还 不 起 床 。 不 
过 ， 我 始终 都 在 自己 动脑 筋 思考 问题 。 所 以 ， 就 我 的 经 验 来 说 ， 希 望 大 
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家 不 要 再 做 死记 公式 这 类 春 事 ,应 该 自己 在 头脑 里 创造 公式 。 与 其 死记 
硬 背 ， 不 如 自己 动手 创造 。 

通过 思考 ,大脑 中 会 形成 生成 公式 的 回路 。 也 就 是 说 ， 脑 中 生成 了 
思考 的 程序 。 这 就 是 模板 。 通 过 思考 ， 脑 中 储存 了 各 种 各 样 的 模板 。 脑 
中 有 多 少 模板 ， 这 一 点 至 关 重要 。 

怎么 样 ? 听 了 我 讲 的 这 些 ， 大 家 是 不 是 感到 很 痛快 。 


学 生 : 老师 刚才 举 的 求 山 的 高 度 例子 , 听 了 很 痛快 。 可 能 加 茧 老师 
小 时 候 ， 他 的 老师 也 是 这 么 教 他 的 吧 。 

烟 村 : 嗯 ,我 也 这 么 想 。 不 然 教科 书 上 应 该 有 提示 :“ 这 么 教学 生 比 
较 容易 理解 。” 不 过 ， 加 茧 老师 是 个 好 老师 ， 他 肯定 和 其 他 老师 讨论 过 ， 
觉得 这 个 例子 不 错 。 

确实 ， 刚 才 那 个 例子 ， 从 数学 上 来 讲 一 点 也 没 错 。 但 要 问 它 是 否 实 
用 ， 那 就 完全 不 行 。 这 样 学 到 的 东西 ,一 点 也 派 不 上 用 场 。 用 那 种 方法 
可 以 测 山 的 高 度 ， 我 也 从 来 没有 听 说 过 。 


学 生 : 不 过 ， 这 个 例子 要 讲 的 是 一般 情况 下 无 法 测量 的 东西 ， 可 
以 用 这 种 简单 的 方法 计算 出 来 ， 这 才 是 关键 吧 。 

烟 村 : 对 。 不过， 我 会 把 问题 放 在 现实 中 来 思考 ， 追 问 “该 怎么 测 
量 "， 然 后 动用 所 有 的 知识 , 找 出 测量 的 方法 。 找 不 出 来 的 话 ， 就 觉得 老 
师 说 的 不 可 信 了 。 
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